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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KUANTUM FiZiGINDE
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Damisman: Prof. Dr. Nihal YOKUS
ikinci Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Emel ALTAS

Ocak, 2022, 65 Sayfa

Kuantum teorisinin  kiiresel c¢ercevesinde, bireysel kuantum sistemleri,
Hamiltoniyenlerinin ilgili acik Hermit ve gizli Hermit operatorleri ile agikea iki aileye
ayrilmis goriinmektedir. Baz1 6n ¢alismalar 15181nda, bu iki ailenin kesisiminin bos
oldugu goriilmektedir. Bu yazida, etkilesim potansiyelleri zayif bir sekilde yerel
olmayan olarak secildiginde, iki ailenin ayrilmasinin ortadan kalkabilecegini
gosterecegiz. S6z konusu Uniter olarak gelisen bir kuantum sisteminin Hermityen ve
Hermityen olmayan aciklamalar1 arasindaki Ortlisen takma ad arayiizleri bos
olmayabilir. Bu iddia, analitik olarak ¢oziilebilir birkag temel model araciligiyla
gosterilecektir.

Anahtar Kelimeler: Kuantum fizigi, operatorler, hamiltonyen, hermityen, hermityen
olmayan
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NON-HERMITYEN OPERATORS WITH REAL SPECTRUM
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In the global framework of quantum theory, the individual quantum systems seem
clearly separated into two families with the respective manifestly Hermityen and
hiddenly Hermityen operators of their Hamiltonyen. In the light of certain preliminary
studies, these two families seem to have an empty overlap. In this paper, we will show
that whenever the interaction potentials are chosen to be weakly nonlocal, the
separation of the two families may disappear. The overlaps alias interfaces between
the Hermityen and non-Hermityen descriptions of a unitarily evolving quantum system
in question may become nonempty. This assertion will be illustrated via a few
analytically solvable elementary models.

Keywords: Quantum physics, operators, hamiltonyen, hermityen, non-hermityen
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1. GIRIS

Maxwell’in klasik elektrodinamigi, 1$181n pargacik ve dalga teorileri arasindaki klasik
tartismada, dalga teorisinin zaferini o kadar kesin bir sekilde dogruladi ki, pargacik
teorisi neredeyse tamamen unutuldu. Ancak 19. ve 20. yiizyillarin basinda, dalga
teorisinin konumunu sarsan birtakim kesifler yapildi. Bu yondeki ilk adimlar, hidrojen
atomunun spektral ¢izgilerinin pozisyonundaki diizenlilikleri kesfeden Balmer ve
Rydberg tarafindan atildi (1885 ve 1888). Daha sonra klasik elektromanyetik teori
yasalarmin “kara cisim” radyasyonu sorununa uygulanmasinin hatali sonuglara yol
actig1 gosterildi. Planck, radyasyonun kesinlikle tanimlanmig kisimlar tarafindan
yayilldigim1 ve emildigini varsayarsak, radyasyon enerjisinin spektral dagilimi
yasasinin deneyle tam olarak cakistigin1 gosterdi (1900). Bir enerji “kuantumu”
kavramimi tanitti. Daha sonra Einstein, Planck’in diisiincelerinden faydalanip

fotoelektrik etki yasalarini inceledi (1905).

Bir sonraki adim, atomun yapisi sorununa niceleme ilkesini uygulayan Bohr tarafindan
atildi. Bohr’un ¢alismalari ile atomlarin, molekiiller ve kristaller diizeyinde, sistemin
bir durumdan digerine bir sicrama ile gectigi anlasildi. Bu tiir gegislere kuantum
gegisleri denildi. Bunlar1 inceleyen Einstein, 1sinimsal kuantum gegislerinin
olasiliklarin1 karakterize eden katsayilari tanitt1 (1916). 1924°te Louis de Broglie,
fotonlarda bulunan dalga-pargacik ikiliginin diger temel parcaciklarin da dogasinda
oldugunu varsaymisti. Bu hipotezin pratik dogrulamasi, kuantum mekaniginin ortaya

¢tkmasindan sonra 1927°de elektron kirinimi deneylerinde elde edildi.

Modern kuantum mekanigi, 1925’te Werner Heisenberg’in “Kinematik ve mekanik
iligkilerin kuantum teorik yorumu tizerine” adli ¢alismasini yayinladigi zaman dogdu.
Yaklagimi, mikropartikiilleri parcaciklar olarak kabul etme ve yalnizca deneysel
Olctimleri i¢in bir prosediiriin belirlenebilecegi kavramlar1 kullanarak aralarindaki
etkilesim siireglerini tanimlama fikriyle iligskilendirildi. Bu durumda, mikrosistemin
baslangi¢c durumundan son duruma gecisinin gizemli bir kuantum si¢cramasi ile

gerceklestigi varsayilmig ve gecis anindaki sistemin durumuyla ilgili sorularin fiziksel



bir anlami1 olmadig1 beyan edilmistir, ¢iinkii boyle bir durum, 6nemli bir degisikligi
olmadan, gecis aninda herhangi bir fiziksel cihaz tarafindan 6lgiilemez. Calismasinda,
deneysel olarak gozlemlenen fiziksel niceliklere karsilik gelmesi gereken
matematiksel niceliklerin, genel durumda birbirleriyle degismedigini gosterdi;

[£,B] = —ih.

Ayni1 y1l, Heisenberg’in teorik yaklagimi, matrislerin cebiri kullanilarak M. Born ve P.
Jordan’m “Kuantum Mekanigi Uzerine” makalesinde gelistirildi. Heisenberg
tarafindan tanitilan atamalar, Hermit matrisleri ile tanimlandi ve kuantum enerji
seviyeleri, sistemin Hamiltonyen’inin Hermit matrisinin 6zdegerlerine karsilik
gelmeye basladigr belirtildi. Heisenberg, Born ve Jordan tarafindan yeni mekanigin

problemlerinin ¢6ziimiine uyarlanan lineer cebir, “matris” olarak adlandirildi.

1926°da E. Schrodinger, ilki “6zdeger problemi olarak niceleme” olan ve daha sonra
Born’dan net bir fiziksel yorum alan “dalga fonksiyonu 1™ kavramini tanittig1 bir dizi
makale yayinladi. Bir pargacigi tespit etme olasilig1 12 ile orantili. Dalga fonksiyonu,
Schrodinger’in potansiyel alanlardaki maddi pargaciklarin yoriingeleri ile 1831°de
kesfedilen 151k 1s1nlarinin yoriingeleri arasindaki Hamilton benzetmesini kullandig1 bir
denkleme uyuyordu. Schrodinger ayrica de Broglie tarafindan nerilen parcacik dalga
boyu kavramini kullandi. Born ve Jordan “olasilik” kavramini, Schrodinger’in bir

dalga fonksiyonu kavramini tanitmasindan birkag¢ ay dnce ortaya koymustu.

Atomu tanimlayan iki sistem boyle sekillendi: Heisenberg’in matris mekanigi ve
Schrédinger’in dalga mekanigi. Birincisi elektronu bir pargacik, ikincisi bir dalga
olarak tanimladi. Ayrica, Schrodinger tarafindan “Heisenberg-Born-Jordan kuantum
mekaniginin benimkiyle iliskisi tizerine” makalesinde gosterildigi gibi, her ikisi de
matematiksel olarak esdegerdi. Bununla birlikte, matris mekanigi yontemlerinin,
serbest parcaciklarin davranigini tartismak i¢in dalga mekanigi yontemlerine gore daha
az uygun olduguna inanilmaktadir. Daha sonra, Pauli ve Dirac’in yaklagimlari, spin ve
relativistik etkileri agiklamak i¢in olusturuldu. Schrédinger, Pauli, Dirac denklemleri
ve Heisenberg matrisleri (¢ogunlukla sadece duragan durumlar bulunur) yardimiyla
her problemi ¢6zmek miimkiin degildir, bu nedenle yaklasik yontemler de

olusturulmustur.



Kuantum mekaniginin miifredattaki yeri hakkinda konusurken, hemen hemen tiim
fotonik ve optoelektroniklerin 15181 kuantum ozelliklerine dayandigi sdylenmelidir.
Bunlar lazerler, 151k yayan diyotlar, fotodedektorler, kuantum bilgisayarlar vb. Ayrica,
kuantum mekanigi kavramlarina asinalik, hem modern fizigin niteliksel olarak
anlasilmasi i¢in hem de metodolojik bir bakis acisindan gereklidir, ¢linkii kuantum
mekaniginde olaylarin degerlendirilmesi, genellikle gilinlik deneyime dayali
degerlendirmeden c¢ok farklidir. Modern deneyler kurarken ve bunlar1 yorumlarken

dikkate alinmalidir.

Kuantum mekanigi, eylemin biiyiikliik olarak Planck sabiti ile karsilastirilabilir oldugu
fiziksel olaylar1 tanimlayan teorik fizigin bir dalidir. Kuantum mekaniginin tahminleri,
klasik mekanigin tahminlerinden 6nemli Olclide farkli olabilir. Planck sabiti,
nesnelerin makroskopik hareketindeki hareketleriyle karsilastirildiginda son derece
kiigiik oldugundan, kuantum etkileri esas olarak mikroskobik 6l¢ekte kendini gdsterir.
Sistemin fiziksel hareketi Planck sabitinden ¢ok daha biiyiikse, kuantum mekanigi
organik olarak klasik mekanige dontisiir. Buna karsilik, kuantum mekanigi, kuantum
alan teorisinin goreli olmayan bir yaklasimidir (yani, sistemin biiyiik parcaciklarinin

geri kalan enerjisine kiyasla diisiik enerjilerin yaklasikligi).

Sistemleri makroskopik 6l¢ekte tanimlamada iyi olan klasik mekanik, tim fiziksel
olaylar1 molekiiller, atomlar, elektronlar ve fotonlar diizeyinde agiklayamaz. Kuantum
mekanigi, atomlarin, iyonlarin, molekiillerin, yogun maddelerin ve elektron-niikleer
yapiya sahip diger sistemlerin temel 6zelliklerini ve davraniglarini yeterince tanimlar.
Kuantum mekanigi ayrica sunlar1 da tanimlayabilir: Elektronlarin, fotonlarin ve diger
temel parcaciklarin davranisi, ancak temel pargaciklarin dontistimleri kuantum alan
teorisi ¢ergevesinde agiklanir. Deneyler, kuantum mekanigi kullanilarak elde edilen
sonuglar1 dogrulamaktadir. Kuantum kinematiginin temel kavramlar1 gozlenebilir ve

durum kavramlaridir.

Kuantum dinamiginin temel denklemleri Schrdodinger denklemi, von Neumann
denklemi, Lindblad denklemi, Heisenberg denklemi ve Pauli denklemidir.

Kuantum mekaniginin denklemleri, operator teorisi, olasilik teorisi, fonksiyonel
analiz, operator cebirleri, grup teorisi dahil olmak iizere matematigin bir¢ok dali ile

yakindan iliskilidir.



Alman Fizik Dernegi’nin bir toplantisinda Max Planck, evrensel bir sabiti tanittig1
“Normal spektrumda radyasyon enerjisi dagilimi teorisi iizerine” tarihsel makalesini
okudu. Bu olayin tarihi olan 14 Aralik 1900, genellikle kuantum teorisinin dogum

giinli olarak kabul edilir.

Planck’in kuantum hipotezi, temel parcaciklar igin bir enerjinin yalnizca belirli katlari
seklinde (kuanta) emildigi veya yayildigiydi. Enerji, formil tarafindan belirlenen
orant1 katsayisi ile frekans v ile orantili olarak:

E=hv=h-w (1.2)

seklinde gosterilir.
Burada h- Planck Sabiti, h = % ve & ise enerjiyi gostermektedir.

Ayrica agagida verilen esitlikler yazilabilir:
X |fiziksel durum > = x |fiziksel durum > (1.2)
[X,pl=X%-p—p-Z=i-h (1.3)
Burada; X —konum operatdri, p —momentum operatoridiir.

1905’te Albert Einstein, fotoelektrik etki fenomenini agiklamak igin Planck’in
kuantum hipotezini kullanarak 15181n kuantalardan olustugunu 6ne siirdii. Daha sonra,

151810 “kuantas1” fotonlar olarak adlandirildi.

Atomun yapisini agiklamak i¢in Niels Bohr, 1913’te, enerjinin yalnizca kesikli(stirekli
olmayan) degerler alabildigi elektronun duragan durumlarinin varligini 6nerdi. Arnold
Sommerfeld ve diger fizikciler tarafindan gelistirilen bu yaklasim, genellikle eski
kuantum teorisi (1900-1924) olarak anilir. Eski kuantum teorisinin ayirt edici 6zelligi,

klasik teori ile ¢elisen ek varsayimlarin birlesimidir.

1923’te Louis de Broglie, madde parcgaciklarinin da kiitle ve enerji ile ayrilmaz bir
sekilde baglantili olan dalga ozelliklerine sahip oldugu varsayimina dayanarak
maddenin ikili dogasi fikrini ortaya koydu. L. de Broglie, 1927°de kristallerdeki
elektronlarmm kirmimini inceleyerek deneysel olarak dogrulanan bir pargacigin

hareketini bir dalganin yayilmasiyla karsilastirdi.

1924°te ifade edilen dalga-pargacik ikiligi fikirleri, dalga mekanigini temel alarak
gelistiren E. Schrodinger tarafindan 1926°da ele alinda.



1925-1926°da, yeni temel kinematik ve dinamik yasalarini igeren kuantum mekanigi
biciminde tutarli bir kuantum teorisinin temelleri atildi. Kuantum mekaniginin ilk
formiilasyonu, Werner Heisenberg’in 29 Temmuz 1925 tarihli bir makalesinde
bulunur. Bu tarih, goreli olmayan kuantum mekaniginin dogum giinii olarak kabul

edilebilir.

Kuantum mekaniginin temellerinin gelisimi devam etmektedir. Gelismeler, agik ve
enerji tiikketen kuantum sistemleri, kuantum bilisimi, kuantum kaosu vb. ¢aligmalarla
iliskilidir. Kuantum mekanigine ek olarak, kuantum teorisinin en onemli kismi

kuantum alan teorisidir.

1927°de Bell Labs arastirma merkezindeki K. Davisson ve L. Germer, nikel kristalleri
tarafindan (J. Thomson’dan bagimsiz olarak) yavas elektronlarin kirmimini
gosterdiler.  Yansiyan elektron i1sininin  yogunlugunun agisal bagimliligini
degerlendirirken, bunun de Broglie uzunluguna sahip dalgalar icin Wolfe - Bragg
kosulu temelinde tahmin edilene karsilik geldigi gosterildi (bkz. de Broglie dalgalart).
De Broglie’nin hipotezinin benimsenmesinden 6nce, kirinim ve herhangi bir kirinim
etkisi de yalnizca bir dalga fenomeni olarak kabul edildi. De Broglie dalga boyu,
Wolfe-Bragg kosuluyla karsilastirildiginda, pargaciklar ig¢in benzer bir kirinim modeli
gozlemleme olasiligi olarak tahmin edildi. Boylece de Broglie’nin elektron hipotezi

deneysel olarak dogrulamis oldu.

De Broglie’nin hipotezinin dogrulanmasi, kuantum mekaniginin gelisiminde bir
doniim noktastydr. Compton etkisinin 15181 cisimsel yapisint gostermesi gibi,
Davisson-Jermer deneyi de pargacik maddesinin ayni zamanda dalga dogasinin
varligint dogruladi. Bu, parcacik-dalga ikiligi fikirlerini formiile etmeye hizmet etti.
Bu fikrin fizik i¢in dogrulanmasi 6nemli bir asama haline geldi. Herhangi bir pargacig:
yalnizca belirli bir dalga boyu atayarak karakterize etmek degil, ayn1 zamanda fiziksel

olaylar1 tanimlarken onun belirli bir bigimde kullanilmasi amagclandi.



2. OPERATORLER (iISLEMCILER) VE OZDEGER DENKLEMLERI

Klasik fizikte biz yer vektoriinii, lincer momentumu, agisal momentumu, hizi ve
enerjiyi dogrudan dogruya olgeriz ve sonsuz dogrulukta dletiiglimiizii kabul ederiz.
Kuantum mekaniginde durum bdyle degildir. Oncelikle nicelikler arasinda bir karsilik
gelme ilkesi vardir. Bu ilkeye gore, klasik fizikte niceliklere kuantum fiziginde

operator karsilik gelir. Bu durum,;

Klasik Fizik Kuantum Fizigi
X X
P p
L L
% 72
E Iz

seklinde yazilir.

H bir Hilbert Uzay1 olmak {izere, normlu uzaylarda H’da tanimli siirekli lineer
dontisiimlere operator denir ve operatorleri ifade ederken yukarida belirttigimiz gibi
kullanacagimiz harflerin iizerine " isareti koyarak temsil edilir. Operator bir duruma
uygulaminca onu baska bir duruma déniistiiriir. Ornegin bunu bir A operatorii icin

gosterelim.

Ay >=|P > (2.1)

A operatorii bir durumu baska bir duruma gétiirmiistiir. Operatérler bazen de durumu
degistirmeyebilirler. Ornegin, denklemdeki H operatorii 1 iizerinde uygulaninca

H|y > = E|y > olur. Yani operator durumu ayni birakir.

Biz, kuantum fiziginin H operatoriiniin 6zdegerlerinden hareketle kurulabilecegini,
denklemlerden ve daha once verdigimiz agiklamalardan biliyoruz. H operatériiniin

ozdegerlerinden kurulan uzaya X uzay1 denir. Mademki £, p, L, H gibi birgok fiziksel



operator vardir, kuantum fizigini baska operatorlerin 6z fonksiyonlarindan da elde

edebiliriz. Oregin, p operatdriiniin 6z fonksiyonlar1 P uzaymi kurar.
p|U, > =p|U, > (2.2)

yazabiliriz. Bu durumda genel dalga fonksiyonu;
|¢>=a1|Up1>+a2|Up2>+a3|Up3 >+ ......... an|Upn> (23)

seklindedir. Aslinda p’nin siirekli degerler aldigini ve U,’nin (baz vektorlerin) de

siirekli oldugunu 6nemle not edelim. Ornegin agisal momentum operatdorii ya da parite

operatorii kullanilarak da kuantum mekanigi insa edilebilir.

2.1. Lineer Operatorler ve Ozellikleri

Matematikte operator, bir fonksiyonun digerine doniistiiriildiigii bir kuraldir. Kuantum
fiziginde, bir pargacigi veya bir sistemi karakterize eden herhangi bir fiziksel nicelik
A, lineer bir 6z-eslenik veya Hermityen (Charles Hermite, 19. yiizyilin Fransiz
matematikgisidir), operator 4 ile iliskilidir. Operatorler, hem 6lgiim siireglerine hem

de bir kuantum sistemini etkileme siireglerine eslenir.

A operatorii, ¥, (veya durum) iizerinde etki ederek yeni bir fonksiyon i, (veya yeni
bir durum) yaratir. Notasyon kurallarina gére, operator sagindaki fonksiyona gore etki

eder, yani Ay, = 1, seklindedir.

Bir operatoriin dogrusalligi, argiimanlarinin toplamina terim terim uygulanabilecegi

anlamina gelir;
A W1+ ¥2) = A¢1 + Al/’z (2.4)
ve sabit deger operatdr isaretinin digina taginabilir, yani,
A(cyp) =c. Ay (2.5)

Kuantum mekanigindeki bir operator, bir sistemin durumunun en eksiksiz tanimini

veren karmasik degerli bir fonksiyon olan bir dalga fonksiyonu iizerine etki eden



dogrusal bir islemcidir. Operatorler, iistte bir inceltme isareti olacak sekilde biiyiik

Latin harfleriyle belirtilir. Oregin: 4, B, C, ...

Kuantum mekaniginde, lineer 6z-eslenik (Hermityen) operatorlerin matematiksel
Ozelligi kullanilir, yani her birinin 6zvektorleri ve 6zdegerleri vardir. Belirli bir

operatore karsilik gelen 6zdeger dlgiilebilir fiziksel nicelikleri gosterir.

Aritmetik operatorler
Eger ii¢ operatoriin etki ettigi herhangi bir iy fonksiyonu igin asagidaki kosul

saglanirsa:

Cp=A-p+B-y (2.6)

C operatorine A ve B operatorlerinin toplamm (veya farki) denir.Herhangi bir
fonksiyonu igin asagidaki kosul saglanirsa da, C operatoriine A, B operatérlerinin
carpimi denir:
Genel olarak operatorlerin ¢arpimi i¢in;

A-B+B-A (2.8)
Eger A-B = B-A ise A ve B operatorlerinin yer degistirdigi sdylenir. Operator
komiitatorii su sekilde tanimlanir:

~

[A,B]=A4

~

B-B-A (2.9)

2.2. Operatorlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlari

Belirli bir fiziksel niceligin alabilecegi degerlere kuantum mekaniginde 6zdegerleri
denir. Bu tiir degerleri bulmak, operatdriin 6zfonksiyonlarini ve bunlara karsilik gelen

0zdegerlerini belirleme matematiksel problemi ile yakindan ilgilidir.

Operator bir fonksiyon flizerinde islem yaptiginda, ayni fonksiyon bir sayi ile
carpilarak elde edilirse, yani;
AY=a-, (2.10)

yaziliyorsa Y operatdriin 6zfonksiyonu, a da 6zdegeridir.

Kuantum mekanigi operatorlerin bir degil, bircok 6zfonksiyonu ve karsilik gelen
0zdegerleri vardir. Bu durumda 6zdegerler kiimesine operatdriin spektrumu denir.
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Bir operatoriin spektrumu, formun bir denkleminin diizenli ¢6zlimlerine karsilik gelen
ozfonksiyonlar kiimesi i¢in sayilabilir bir deger kiimesinden olusuyorsa ayrik olarak

kabul edilir.
A- Yn = an - Pn, n=12,.. (2.11)

Operatoriin 6zdegerlerinin spektrumu, (2.11)’deki tiim degerler miimkiin oldugunda
da siirekli olabilir veya olas1 degerler bir dizi aralikta olacak sekilde ayr1 bantlardan

olusabilir.

Bazi durumlarda, bir operatoriin bir 6zdegerine karsilik gelen birka¢ 6zfonksiyon
bulunur. Bu tiir durumlara dejenere durumlar denir ve bu tiir fonksiyonlarin sayisina

dejenerelik coklugu denir.

(2.11)’den, genel olarak Ozfonksiyonlarin, degeri genellikle 6zfonksiyonlar igin
normalizasyon kosulundan segilen belirli bir sabite kadar tanimlandig1 sonucu ¢ikar.
Kuantum mekaniginde onemli rol oynayan operatorlerden biri de Hermityen
operatorlerdir. f, g € %, Ave AT seklinde belirtilen operatorler i¢in At operatériine
A operatoriiniin Hermityen eslenigi denir. Bu durumda asagidaki esitligi yazabiliriz:

<flAtlg>=<Af|g> (2.12)

R; carpim tanimini kullanarak da:
* At 3, — 1 * 3
ftiim uzayf A 9 d°r = ftﬁmuzay(A f) g a>r (213)

esitligini yazabiliriz.

Genel olarak AT # A seklindedir. Yani bir operatdriin Hermityen eslenigi kendisine
esit olmayabilir. Fakat Hermityen eslenigi kendilerine esit olan 6zel operatorler

vardir ki bunlara da Hermityen operator denir.

A eger kendine Hermityen operatdr ise, yani;
<fld|lg>=<f|Atlg>=<Af|g> (2.14)

esitligini saglar.

Matematikte, bir operatdr i¢in Ozfonksiyonlarin varligr bir istisnadir. Kuantum

fiziginde bu temel kavramlardan biridir - 6zdegerler, bir sistem iizerinde yapilan bir

deney sonucunda elde edilebilecek gozlemlenebilir niceliklere karsilik gelir. Fiziksel
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operatdrlerin Hermityen dogast nedeniyle, 6zdegerleri her zaman gercektir ve tiim

0zfonksiyonlar kiimesi tam bir ortogonal fonksiyonlar kiimesi olusturur.

Kuantum mekanik operatorleri, kural olarak, bir tane degil, bir dizi 6zfonksiyona
sahiptir Y4, ¥,, Y3, ... ,, ve ayrik veya siirekli bir spektrum olusturan ilgili
Ozdegerler a4, a,, as, ... ,a, seklindedir. Ayrik bir spektrum durumunu diistinelim.

Hermityen operatorlerin 6zfonksiyonlar1 seti, tam bir ortogonal fonksiyonlar seti
olusturdugundan, operatoriin 6zfonksiyonlarmin lineer bir siiperpozisyonu olarak

ifade edilebilir. Burada genisleme katsayilari, c,, Fourier serisi teorisinden bilinir:
b= D ehn s o= [ iy 2.15)
n

A operatoriine karsihik gelen fiziksel bir niceligi 6lgerken, ayrik spektrumdan belirli
bir 6zdeger a,, elde edilecek olma olasiligi, ¥ fonksiyonunun agisal olarak agiliminda

karsilik gelen katsaymin kare modiiliine esittir, yani |c,|? dir.

Eger [ Yy, ¥, d€ integralleri sifira esitse, fonksiyonlari ortogonal oldugunu sdyleriz.
Eger fonksiyon normallestirilmis ortogonal fonksiyonlar kiimesine aitse, o zaman

fonksiyona ortonormal denir. Bu tiir fonksiyonlarin tanimi su sekilde yazilir:

f Wi o dE = By (2.16)

Baz1 durumlarda, birka¢ 6zfonksiyon bir operatoriin bir 6zdegerine aittir, 0 zaman
bunlara dejenere fonksiyonlar denir. Burada ayni dejenere degere sahip

0zfonksiyonlarin mutlaka ortogonal olmadig1 unutulmamalidir.

Yukaridaki iliskiler siirekli bir spektrum durumunda genellestirilebilir, daha sonra
dalga fonksiyonu v, siirekli bir spektrum ile a miktarinin tiim 6zfonksiyonlar1 ¥,
sistemi iizerinde bir integrale genisletilecektir.

Y@ = [capa@da, o= [Ya() Y(§) da (2.17)
Buradaki islem, a degerinin alabilecegi tiim degerler aralig1 iizerinden gerceklestirilir.
Stirekli  spektrumun 6zfonksiyonlarinin ortonormal olmasi kosulu Dirac delta

fonksiyonu kullanilarak yazilabilir.

[ wiada = sa-a) 2.18)

Siirekli spektrumun 6zfonksiyonlar1 sonsuzda kaybolmaz ve bu nedenle kare integral

alimamaz. Bu nedenle normalizasyon kosulu artik bi¢iminde yazilamaz.
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Bunun yerine, fonksiyonlar |c, | de dikkate alinan fiziksel niceligin, dalga fonksiyonu
1 tarafindan tanimlanan durumda belirli bir a ve a*’da araliginda bir degere sahip
olma olasilig1 olacak sekilde normallestirilir. Bunun i¢in Dirac 8-fonksiyonuna

normalize etmek uygundur. Bu durumda normalizasyon kosulu, ortogonallik kosuluna

benzer sekilde ifade edilebilmektedir.

2.3. 3 Boyutta Momentum Operatorleri

Momentum operatorii, momentumu tanimlamak i¢in kullanilan bir kuantum mekanik

operatdriidiir. Enerji ve momentum operatorleri su sekilde olusturulabilir:

i) Tek Boyutlu Durum

Diizlem dalga bi¢cimindeki tek boyutlu Schrédinger denkleminin ¢6ziimii su sekildedir:

Koordinata gore birinci dereceden tiirev:
g_l/) = jkellx—wt) — iky (2.20)
X

bulunur.

k’yi de Broglie’nin bagintisindan ifade edersek:

p=h-k (2.21)
yazariz. Bu durumda;
o p (2.22)
ox nY
Boylece momentum operatorii igin:
0
) = —ih— 2.23
p=—ih— (2.23)

esitligine ulasiriz. Deneyde 6lgiilen miktarlar, verilen operatoriin 6zdegerleridir. Kismi
tirev lineer bir operatér oldugundan, momentum operatorii de lineerdir. Her dalga
fonksiyonu durumlarin kuantum siiperpozisyonu olarak ifade edilebildiginden, bu
momentum operatori tiim dalga siiperpozisyonu iizerinde etki ettiginde, toplami dalga
sliperpozisyonunun ortaya ¢ikan momentumu olan her bir diizlem dalga igin

Ozdegerler verir.
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ii) Uc Boyut

Koordinatlara gore kismi tiirevleri igeren gradyen operatorii disinda ii¢ boyutlu
denklem ayni sekilde yazilir. Ug boyutlu durumda, Schrédinger denkleminin diizlem
dalgalar bicimindeki ¢6ziimii asagidaki gibi olacaktir:

P = ellkr—wt) (2.24)

Burada gradyen;

o ey oy
le—exa—x+eya+ezz

= ik e, + ikype, + ik, e,

i
= E (pxex + Dyéy + pzez)lp

= = (2.25)

olmak iizere, ey, ey, e, li¢ boyut i¢in birim vektorlerdir. Dolayistyla;
p = —ihV (2.26)
Bu, koordinat gosteriminde bir momentum operatoriidiir. Burada uzamsal

degiskenlere gore kismi tlirevler alinir.

2.4.  Hilbert Uzay1 ve Operatoriin Eslenigi

Hilbert uzay1, Oklid uzaymnmn bir genellemesidir, sonsuz boyutu kabul eder ve skaler

carpim tarafindan tiretilen metrikte tamamlanir. Adin1 David Hilbert’ten almistir.

Hilbert uzayindaki en 6nemli arastirma nesnesi lineer operatorlerdir. Hilbert uzay:
kavrami, Hilbert ve Schmidt’in integral denklemler teorisi iizerine ¢aligmalarinda
Olusturuldu ve von Neumann, Rees ve Stone’un Hermityen operatorler teorisi iizerine

caligmalarinda soyut bir tanim verildi.

F={f|feRveya feC} ile gosterilen fonksiyonlar  kiimesi i¢in
f,g,heF, aeC olmak iizere;

) frg=g+f

i)  f+@+th=>F(+g +h

i) —-1.f=-f

iv) 0.f=0

V) a.(f+g)=af+ag
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seklinde bilinen kurallarla tanimlayalim. Bu kurallar altinda F kiimesi sonsuz boyutlu
bir lineer uzay (vektor uzay1) yapisi kazanmis olur. Bu uzayda sonlu boyutlu alt vektor
uzaylar1 da tanimlanabilir.

Bu fonksiyon uzayinda sonug¢ bir kompleks skaler olmak tizere herhangi iki fve g

fonksiyonlar1 arasinda;
<f19>= Jimuzay [ Mg@)r €C (2.27)

seklinde i¢ ¢arpim tanimlamis olalim.

< f| g > i¢ carpim gdsterimi Dirac’in (1902-1984) braket(parantez) yazimi olarak
adlandirilir. Bu i¢ carpimda < f | ifadesi bra, | g > ifadesi de ket’i temsil eder.

Bu i¢ carpimin 6zellikleri:

f,g€eF, abeC olmakiizere;

) <flg>=<glf>

i) <flagi+bg>=a<flgi>+b<f|g,>

(Bu i¢ ¢arpim sagdan lineerdir.)

iii) <afi+b.folg>= a'<filg>+b"<f,]lg>

(Bu i¢ ¢carpim soldan lineer degildir.)

iv) I¢ ¢arpimin sonucu gercel say1 olmayabilir. Dolayisiyla burada a¢1 kavrami

tanimlanamaz fakat boy ve diklik kavrami tanimlanabilir.

IfIIZ==<fIf> (2.28)
olarak tanimlanir.
IfIP=<f|f>=0 (2.29)
ve
Ifl=0 <=> f=0 (2.30)

seklinde olup ||f]|? = 1 kosulunu saglayan fonksiyonlara boyu bir olan fonksiyonlar
denir.

<flg>=0 (2.31)
kosulunu saglayan f,g fonksiyonlarina birbirine diktirler denir ve f L g veya
| f>1 | g > ile gosterilir.
f = 0 fonksiyonu bu uzayda 0 vektoriidiir, boyu sifirdir ve her fonksiyona diktir.
Boyu sonlu, yani

|mF=f FEOR d*r < oo (232)
tim uzay

ozelligine sahip fonksiyonlara karesi integrallenebilir fonksiyonlar denir.
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Boyu sonlu ve koordinatlar +oo limitine giderken “yeteri kadar hizli” sifira giden

fonksiyonlarin i¢ ¢arpim uzayia
= {feF | A% < oo,|l}m f(x) - 0} (2.33)
X|—00

Hilbert uzay1 gergek ya da karmasik sayilarin alani tizerinde dogrusal (vektor) bir

uzaydir.

2.5. Islemcilerin Yerdegistirme liskileri

Bir fizik deneyinde, sistem iizerinde birden fazla 6l¢iim alinmak istenebilir. Her bir
Ol¢iim i¢in farkli islemciler kullanilabilir.

Klasik mekanikten farkli olarak, kuantum mekaniginde bazi islemci gruplari igin, once
ya da sonra 6l¢iim almak 6nemlidir. Kuantum mekanigindeki bu islemcilerin, dalga

fonksiyonuna farkli siralarda uygulanmalari, farkli sonuglar dogurur ve bu 6zellik

[4, Blp(x) = (A~ B)p(x) — (B - A)ip(x) # 0 (2.34)

seklinde gosterilebilir. Boyle islemciler, birbirleriyle “sira degistiremez islemciler”
olarak isimlendirilirler. Bunun yaninda, ¢arpim sirasinin 6neminin olmadigi, bagka bir

ifade ile

[4, Blyp(x) = (A-B)y(x) — (B-A)p(x) # 0 (2.35)

kosulunu saglayan islemciler ise, birbirleri ile sira degistiren islemciler olarak
tanimlanirlar. Bu islemcilerin dalga fonksiyonuna farkl: siralarda uygulanmalari, ayni

sonucun elde edilmesi ile sonuglanir.

Sira degistirme bagintilari, makroskobik diinyadan su sekilde 6rneklenebilir: Birbirine
dik iki eksen tizerinde herhangi bir (a,b) koordinatinda bulunan bir cismin, ard1 ardina
iki farkli yonde otelenmesiyle (c,d) noktasina ulasmasi, otelemelerin uygulanma
sirasindan bagimsizdir. Dolayisiyla bu farkli 6telemeler “sira degistirebilir” denir.
Buna Kkarsilik, cismin bu iki farkli eksen etrafinda ardi ardina dondirilmesi ise,
dondiirme eksenlerin sirasina baglidir ve bu dondiirmeler “sira degistiremez” denir.
Sira degistirme bagntilari ile yukarida belirtilen Heisenberg belirsizlik ilkesi arasinda,
dogrudan bir iliski vardir. Bu iliski matematiksel olarak asagidaki denklem ile

gosterilebilir.

(24)")-((aB)"y 2 1|(A-B-B - A" (2.36)
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Bu ifadeye gore, iki islemcinin belirsizlikleri ¢arpiminin alt sinir1, igslemcilerin sira
degistirip degistirmeyecegi ile iliskilidir. Birbiriyle sira degistiren islemciler, ayni
anda ve kesin bir dogrulukla ol¢iilebilirken, birbiriyle sira degistiremeyen islemciler,

ayn1 anda ve kesin bir dogrulukla 6l¢iilemez.

2.6. Hermite-sel Eslenik ve Hermite-Sel Operatorler

f,g€n, Ave At seklinde belirtilen operatorler i¢in AT operatoriine A operatériiniin

Hermite-sel Eslenigi denir.

<flAflg>=<Aflg> (2.37)
j f*Atg d3r = f Af)gdir (2.38)
tuim uzay tim uzay

Hermite-sel Eslenik Ozellikleri:

) Nt =4

i) (AB)t = BYAt

i) (ap A+ ad)t = al A a4y

Genel olarak AT # A seklindedir. Fakat Hermite-sel eslenigi kendilerine esit olan

0zel operatorler vardir ki bunlara da Hermite-sel operator denir.

A kendine Hermite-sel operatdr ise, yani;

<fldlg>=<f|Af\g>=<Aflg> (2.39)
ise bu kisaca A = AT ile gosterilir.

A ve B Hermite-sel iki operatér ise arpimlarinin da Hermite-sel olabilmesi igin gerek

ve yeter kosul [/i ,B ] = 0 olmasidir.

Hermite-sel bir operatoriin 6z degerleri gergektir ve farkli 6z degerlere karsilik gelen

fonksiyonlar1 birbirine diktir. Bunun ispatini su sekilde yapabiliriz:

A operatorii Hermite-sel operator olsun. |u, >, |u, > ; A operatoriiniin iki 6z

fonksiyonu olsun. a ve b de bu 6z fonksiyonlara karsilik gelen 6z degerler olsun.
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A = At

Alug >=a.lug > - <ugld =<uy|a

Alu, >=b.luy >-> <upld =< w,| b

<ug, | A | u,, > ifadesinde A operatériinii sagdan ve soldan isleme alirsak;
Sagdan; < ug |4 |up > =< uglblup >= b.<ug| u, >

Soldan; <ug |4 |up >=< ugl a* luy >= a*.<ug| up >
Budurumda a®. < u, | u, >= b.<u, | u, > elde edilir.

Yani (a* — b) . < u, | up > =0 elde edilir.

i) a = b olsun.

(a"—a).<ug|u,>=0

(@ —a) . llugll? =0

llugl] # 0 oldugundan (a* —a) = 0 olur ki a* = a elde edilir. O halde a gergektir.
a = b secildiginden b de gergektir.

i) a # b olsun.
(@=b).<uy| up,>=0
<uUg| u,>=0

Boylelikle | u, > L |u, > elde edilir.
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3. KUANTUM FiZiGi VARSAYIMLARI

3.1. Heisenberg Belirsizlik Tlkesi

Kuantum mekaniginde, sira degistirmeyen operatorler tarafindan tanimlanan herhangi
bir durum degiskeni arasinda bir belirsizlik iligkisi ortaya ¢ikar. Ayrica pargacik-dalga
ikiliginin parcaciklar i¢in en azindan kismen dogru oldugu varsayilir. Bu yaklagimda,
pargacigin konumu, parcaciga karsilik gelen dalganin konsantrasyon yeri tarafindan
belirlenir. Pargacigin momentumu dalga boyu ile iliskilidir ve belirsizlik iliskileri ile
dalgalarin 6zellikleri arasinda agik bir analoji ortaya cikar. Dalga uzayda dagildigi
stirece konum belirsizdir ve momentumun belirsizligi, zaman i¢inde farkli noktalarda
Olciildiiglinde dalga boyunun belirsizliginden tiiretilir. Bir dalga nokta benzeri bir
bolgedeyse, konumu iyi bir dogrulukla belirlenir. Ancak kisa dalga dizisi seklindeki
bdyle bir dalga, sonsuz monokromatik dalganin belirli bir dalga boyu 6zelligine sahip

degildir.

Dalga fonksiyonu, parcaciga karsilik gelen dalga olarak almabilir. Kuantum
mekaniginin ¢ok-diinyali yorumunda, bir pargacigin konumunun her ol¢iimiinde
uyumsuzluk meydana gelir. Buna karsilik, kuantum mekaniginin Kopenhag
yorumunda, bir parcacigin konumunun her Ol¢limiinde, dalga fonksiyonunun
parcacigin bulundugu kiiciik bir bolgeye ¢oktiigii ve bu bdlgenin disinda dalga
fonksiyonunun ¢oktiigii sdylenir. Dalga fonksiyonunun gercek fiziksel niceliklerle
yalnizca dolayl olarak iliskili olmas1 nedeniyle, bir par¢acigin bir 6zelligi olarak dalga
fonksiyonunun davranisini eslestirmek i¢in bu agiklamanin olasi bir yontem oldugu
varsayilir. Bu yorum, dalga fonksiyonunun karesinin uzayda bir par¢acik bulma
olasiligmi gosterdigi gerceginden kaynaklanmaktadir. Kiiclik bir alan igin, bir
pargacigin momentumu, momentumu Ol¢me prosediirii nedeniyle her boyutta dogru
bir sekilde 6l¢iilemez. Pozisyonu dlgerken, pargacik, dalga fonksiyonunun maksimum
oldugu yerde daha sik tespit edilecek ve bir dizi 6zdes 6l¢iimde, en olasi pozisyon (X)

goriinecek ve ondan standart sapma belirlenecektir:
AX = (X — (X))?) (3.1)
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Benzer sekilde, bir dizi 6zdes 6l¢iimde, olasilik dagilimi gergeklestirilir, istatistiksel

varyans ve pargacigin ortalama momentumundan standart sapma belirlenir:

AP = \{(P = (P))?) 3.2)

Bu miktarlarin ¢arpimi, belirsizlik ilkesi ile iligkilidir:

A
APAX 25 (3.3)

Bazi durumlarda, bir degiskenin “belirsizligi”, degerlerin %50’sini iceren araliin en
kiigiik genisligi olarak tanimlanir. Bu, degiskenlerin normal dagilimi durumunda,
belirsizliklerin ¢arpiminin daha biiyiik bir diistikliige yol agmasmna neden olur.
Belirsizlik iligkisine gore, durum &yle olabilir ki, x yiiksek dogrulukla olgtilebilir,
ancak o zaman p yalnizca yaklasik olarak bilinebilir veya tam tersi, x tam olarak
belirlenemezken p tam olarak belirlenebilir. Diger tiim durumlarda hem x hem de p,

“makul” ancak keyfi olarak yiiksek hassasiyetle 6l¢iilebilir.

Belirsizlik iligkileri, herhangi bir dl¢limiin dogrulugunun teorik siniria kisitlamalar
getirir. Bunlar, bazen John von Neumann 6l¢limleri olarak adlandirilan ideal 6l¢timler
icin gegerlidir. Lev Davidovich Landau’ya gore kusurlu 6lgiimler veya dl¢iimler igin
hepsi daha dogrudur. Giinliik yasamda genellikle belirsizligi gérmeyiz ¢ilinkii 2 ‘i

degeri son derece kiigiiktiir.

Kural olarak, herhangi bir pargacik ayni anda hem “klasik nokta pargacik” hem de
dalga olarak tanimlanamaz. Baglangigta Heisenberg tarafindan oOnerildigi gibi
belirsizlik ilkesi, bu iki tanimdan higbiri tamamen ve miinhasiran uygun olmadiginda
gecerlidir. Bir 6rnek, bir kutuda belirli bir enerji degerine sahip bir parcaciktir. Boyle
bir pargacik, belirli bir “konum” (potansiyel duvardan uzakligin herhangi bir belirli
degeri) veya belirli bir momentum degeri (yonii dahil) ile karakterize edilmeyen bir

sistemdir.

3.2. Schrodinger Denklemi

Schrédinger, dalga fonksiyonunun klasik diferansiyel denklemini olasilik dalgalari
kavramina uyguladi ve adini tasiyan {inlii denklemi elde etti. Dalga fonksiyonunun
olagan denkleminin, dalgalanmalarin yayilmasini tanimlamas: gibi, Schrodinger
denklemi de uzayda belirli bir noktada bir pargacik bulma olasilig1 olan bir dalganin

yayilmasini tanimlar. Bu dalganin tepe noktalar1 (maksimum olasilik noktalart),
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parcacigin uzayda olma olasiliginin en yiiksek oldugu yeri gosterir. Schrodinger
denkleminin matematiksel olarak dnemli olmasinin yani sira modern fizigi anlamak
icin de bir o kadar 6nemlidir. Schrédinger denklemini tek boyut i¢in sunacagim.
Yunanca y (“psi”) harfi ile gosterilen yukarida bahsedilen olasilik dagilimi dalga
fonksiyonu, asagidaki diferansiyel denklemin ¢6ziimiidiir. Bu olasilik bir dalga gibi
davranir:

d*y 8m*m
Tzt T (E-UyY=0 (3.4)

Burada m, E ve U sirasiyla parcacigin kiitlesi, toplam enerjisi ve potansiyel enerjisidir.
Schrédinger denkleminin bize verdigi kuantum olaylarinin resmi, elektronlarin ve
diger temel pargaciklarin okyanus yiizeyinde dalgalar gibi davranmasidir. Zamanla,
dalganin tepe noktasi (elektronun bulunma olasiliginin en yiiksek oldugu yere karsilik
gelir), bu dalgay1 tanimlayan denkleme gore uzayda kayar. Yani, kuantum diinyasinda

geleneksel olarak bir pargacik olarak kabul ettigimiz sey, bir dalga gibi davranir.

Schrédinger sonuglarini ilk yayinladigi zaman, teorik fizik diinyasinda bir firtina
patlak verdi. Gergek su ki, daha 6nce, Schrodinger’in cagdast Werner Heisenberg
tarafindan gozlenebilir nicelikler lizerine kurulu matris denklemi verilmisti. Kargasa,
bilim adamlarinin mikro diinyanin tanimina esit derecede ikna edici iki yaklagimin
birbiriyle ¢elismesinden korkmalarindan kaynaklandi. Heyecan bosunaydi. Ayni yil
Schrodinger’in kendisi iki teorinin tam denkligini kanitladi. Yani matris denklemi
dalga denkleminden ¢ikar ve bunun tersi de gecerlidir; sonuclar aynidir. Bugiin
Schrodinger’in versiyonu daha yaygin olarak kullanilmaktadir. Bunun sebebi ise

Schrodinger denkleminin matrislere gore fizikgiler tarafindan daha ¢ok kullanilan

diferansiyel denklem olmasiydi.

Ancak elektron gibi bir seyin dalga gibi davrandigini hayal etmek ve kabul etmek o
kadar kolay degildir. Giinliik yasamda ya bir parcacik ya da bir dalga ile karsi
karsiyayiz. Top bir parcaciktir, ses bir dalgadir ve hepsi bu kadar. Kuantum mekanigi
diinyasinda isler o kadar basit degil. Aslinda kuantum diinyasinda varliklar alisik
oldugumuz nesnelerden farklidir ve farkli 6zelliklere sahiptir. Eskiden bir dalga olarak
diisiindiigiimiiz 151k, bazen bir pargacik (foton olarak adlandirilir) gibi davranir ve

elektron ve proton gibi pargaciklar da dalgalar gibi davranabilir.
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Bu problem genellikle kuantum pargaciklarinin ikili dogasi veya dalga-pargacik dogasi
olarak adlandirilir. Atom alti diinyanin tiim nesnelerinin dogasinda var gibi
gorinmektedir. Mikro kozmosta, maddenin hangi formlar1 alabilecegi ve nasil
davranabilecegine dair giinliik sezgisel fikirlerimizin basitge uygulanamaz oldugunu
anlamaliy1z. Eskiden pargacik olarak diislindiiglimiiz seyin hareketini tanimlamak i¢in
dalga denklemini kullandigimiz gergegi, bunun ¢arpici bir kanitidir. Girig boliimiinde
belirtildigi gibi, bunda 06zel bir ¢eliski yoktur. Ne de olsa, makro kozmosta
gozlemledigimiz seyin mikro kozmos diizeyinde dogru bir sekilde yeniden iiretilmesi
gerektigine inanmak i¢in hi¢bir nedenimiz yok. Bununla birlikte, temel parcaciklarin
ikili dogasi, bir¢ok insan i¢in kuantum mekaniginin en anlasilmaz ve rahatsiz edici
yonlerinden biri olmaya devam ediyor ve tiim sorunlarin Erwin Schrodinger ile

basladigini sdylemek abart1 olmaz.

Bagka bir 0Ozellik, diferansiyel denklemin matematiksel &zelliklerinden
kaynaklanmaktadir. Yani, Schrodinger denkleminin dalga fonksiyonlar1 seklinde iki
¢Oziimii varsa, bu dalga fonksiyonlarmimn toplam: da Schrodinger denkleminin bir

¢coziimii olacaktir. Bu 6zellik, kuantum siiperpozisyonunun kalbinde yer alir.

Yalitilmig bir sistemin (ve sabit bir dis alandaki bir sistemin) toplam enerjisi zamana
bagli degildir. Bu nedenle, belirli bir durumda enerji belirli bir degere sahipse, bu deger
zaman i¢inde sabit kalir. Enerjinin belirli degerlere sahip oldugu ve zamana bagh
olmadigr bu tir durumlara duragan durumlar denir. Hamiltonyen ,’in
ozfonksiyonlar: ile tanimlanirlar ve sistemin enerjisi Hamiltonyen operatoriiniin
0zdegeridir:

H\lpn & t) = E iy & 1) (3.5)

Duragan bir durum i¢in, ¥, (&, t) = ¥, (&)@ (t) degiskenleri ayrilabilir, burada ¥,
yalnizca koordinatlarin bir fonksiyonudur. Simdi, degiskenlerin ayrilmasini dikkate

alarak, formiile Hamiltonyeni yazalim:
2

L de —h® (3.6)
iy =5 —oVY +Uho
-1 . .
Bu denklemi Ve ile carpar isek:

. 1d(p —-h%1 2 (37)
laa—mavwﬁ‘u
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elde ederiz.

Denklemin sol tarafi zamana baglidir, sag taraftaki ilk terim sadece koordinatlara
baglidir ve son terime gore enerji boyutuna sahiptir. Sag tarafi E enerjisi ile gdsterelim

ve elde edilen diferansiyel denklemi integrasyon yontemiyle ¢ozelim.

jh——=E
' @ dt

dp (E

—d
[0) ih ¢

E
Ine=—t+ t
ne ih cosn

.E
@ = ce A" (3.8)

elde etmis oluruz.

Simdi, Schrodinger denklemi — i E t’nin ¢6ziimiiniin zaman kisminin periyodik
fonksiyon ¢ = ce Ent oldugu ve duragan durum igin toplam zamana bagli dalga

fonksiyonu ¥, (&, t) oldugu gortilebilir. Bu durumda:
Pn (&, t) = P (§). e Ent/R (3.9)

elde ederiz.

1, zaman faktorii olmadan duragan durumlarin dalga fonksiyonlarini belirtir, bunlar

denklem tarafindan verilir.

Hy (&) = EP(8). (3.10)

Bu, Hamiltoniyenin 0&zdegerleri ve fonksiyonlar1 ig¢in bir denklem olarak
yorumlanabilen duragan Schrodinger denklemidir. Sistemin Hamiltoniyeninin
Ozdegerlerinin fiziksel anlamini gosterelim. Sistem 1, durumundaysa, ortalama

enerji;
<Ep>= j W Hpnde
- f W Enprdé

= B | Wit

=E, (3.11)

ile hesaplanir.
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Ozdegerler bdylece sistemin enerjisini temsil eder. Simdi formiil kullanilarak denklem

ile agiklanan duragan durumun enerjisinin dagilimini bulalim:
<Bi>= | i Mg
= [ wi A

= [ Wi A
= E} (3.12)

sonucunu kullanarak
0f =< E}> —<E,>*
- 53— B}
=0 (3.13)
elde ederiz. Boylece, dalga fonksiyonu Hamiltonyen’in 6zfonksiyonu olan bir sistem
icin, enerji kesinlikle belirli bir niceliktir ve bu fonksiyona karsilik gelen 6zdeger ile

cakisir.

Toplam dalga fonksiyonu formiilinden, duragan durumda, E’ye ek olarak, bir
parcacigin tespit edilme olasiliginin uzamsal dagiliminin zamana bagli olmadigi
goriilebilir:
Et | Et
W12 = py* = Y2(e T e = p2(E). (3.19

3.3. Dalga Fonksiyonunun Olasilik Yorumu

Kuantum fizigi, bir kuantum parcacigi veya bir pargacik sistemi ile karsilastirilabilir

olan gozlemlenebilir fiziksel niceliklerin degerlerini hesaplamay1 miimkiin kilar.

Bir kuantum sisteminin bulundugu durum, bir dizi sayisal degiskenle tanimlanir.
Sistemi miimkiin oldugunca tam olarak tanimlayan degiskenler kiimesini biliyorsak,
bdyle bir sistemin durumuna “temiz” denir. “Saf” durumlar i¢in her zaman, genellikle
istatistiksel olmak {izere belirli sonuglara kesinlikle yol agan eksiksiz bir Sl¢lim
stiregleri sistemi vardir. Bu nedenle, 6rnegin t = 0 gibi bir andaki bdyle bir sistemin
durumunun bilgisi ve dinamik o6zellikleri, sistemin sonraki zamandaki durumunu

tahmin etmemizi saglar.
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Sistemin bazi parametreleri bilinmiyorsa, durum bir dizi saf durumun istatistiksel bir
karisimi olarak temsil edilebilir. Bu tiir kosullara “karisik” denir. Pargaciklardan
olusan bir sisteme uygulandiginda, sistemin saf durumda oldugu ek bir “dolasik”
durum ayirt edilir, ancak sistemin tek tek pargalari i¢in saf durumlar ayirt edilemez.

Bu nedenle, sistem tek bir saf durum olarak tanimlanair.

Fiziksel parcaciklarin veya sistemlerin saf durumlar1 ve dinamik 6zellikleri, karmagik
dalga fonksiyonlar1 ¥ (&,t) ile tam olarak tanimlanabilir, burada ¢ genellestirilmis
koordinatlardir (baz1 uzaydaki konumu belirlemek igin gerekli bir dizi bagimsiz
degisken) ve t zamandir. Born tarafindan Onerilen olasilik yorumuna gore, dalga
fonksiyonunun modiiliiniin karesi |1|2, uzayda secilen bir noktada bir par¢acigin tespit

edilme olasilig1 ile orantilidir ve olasilik yogunlugu p’dur.

Sistemin tiim olas1 koordinatlarinin degerlerinin olasiliklarinin toplami bire esit
olmalidir, bu nedenle tiim uzay iizerinde [|? integralinin sonucu da bire esit

olmalidir.

20. ylizyilin baslangic1, kuantum fiziginin gelisiminde yeni bir agsamaya yol agt1. Dalga
ozelliklerini dikkate alarak mikropartikiillerin hareket ve etkilesim yasalarini
tanimlayan kuantum mekaniginin yaratilmasi. Yaratilist ve gelisimi 1900°den (Planck
tarafindan kuantum hipotezinin formiilasyonu) 1920’lere kadar olan donemi kapsar ve
her seyden 6nce Avusturyal fizik¢i E. Schrodinger, Alman fizik¢i W. Heisenberg ve
Ingiliz fizik¢i P. Dirac’in calismalari ile iliskilidir.

Mikropartikiillerin tanimina olasiliksal bir yaklasima duyulan ihtiyag, kuantum
teorisinin en onemli ayirt edici 6zelligidir. De Broglie dalgalar1 olasilik dalgalar
olarak yorumlanabilir mi? Uzayda farkli noktalarda bir mikropartikiil tespit etme
olasiligmin dalga yasasma gore degistigi diisiiniilebilir mi? De Broglie dalgalarinin
yorumu zaten yanlistir, ¢iinkli o zaman uzayin bazi noktalarinda bir parcacigi tespit
etme olasilig1 negatif olabilir ve bu mantikli degildir.

Bir mikro nesnenin durumunun bir dalga fonksiyonu kullanilarak tanimlanmasi
istatistiksel, olasiliksal bir yapiya sahiptir: Dalga fonksiyonunun modiiliiniin karesi,
parcacigin bir bolgede bulunma olasiligini belirler.

Bu nedenle, kuantum mekaniginde, bir pargacigin durumu temelde yeni bir sekilde
tanimlanir; onlar hakkinda ana bilgi tasiyicisi olan bir dalga fonksiyonunun

yardimiyla.
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||? = dW /dV olasilik yogunlugu anlamina gelir. Yani koordinatlar1 x, y, z olan bir
noktanin yakiminda birim hacim basina bir parcacik bulma olasiligini belirler. Bu
nedenle, fiziksel anlami olan W fonksiyonunun kendisi degil, de Broglie dalgalarinin
yogunlugunu belirleyen modiiliiniin karesidir.

Olasilik toplama teoremine gore, sonlu bir V hacminde t zamaninda bir par¢acik bulma

olasilig1:

szv dwzfv lp|2 dv (3.15)

Ciinkii, |y |?dV olasilik olarak tanimlanirsa, tiim uzayin sonsuz hacmi; V hacmi olarak
alinirsa, glivenilir bir olayin olasiliginin bire déniismesi i¢in dalga fonksiyonunu temsil
etmek gerekir. Bu, bu kosul altinda parcacigin uzayda bir yerde olmasi gerektigi

anlamina gelir. Bu nedenle, olasiliklari normallestirme kosulu:

f_ [Y|>dv =1 (3.16)

seklinde yazilir.

Bu integral sonsuz uzayin tamami {zerinden hesaplanmaktadir. Boylece,

normallestirme kosulu, bir par¢acigin zaman ve uzayda nesnel varligindan bahseder.

Dalga fonksiyonunun bir mikroparcacigin durumunun nesnel bir 6zelligi olmasi i¢in,
bir dizi smirlayict kosulu karsilamasi gerekir. Bir hacim elemaninda bir mikropartikiil
tespit etme olasiligini karakterize eden fonksiyon y su 6zelliklere sahip olmalidir:

- Final (olasilik birden fazla olamaz);

- Belirli (olasilik belirsiz bir deger olamaz);

- Stirekli (olasilik aniden degisemez).
Dalga fonksiyonu siiperpozisyon ilkesini karsilar: Eger sistem dalga fonksiyonlari
tarafindan tanimlanan gesitli durumlarda olabilir ise o zaman bu fonksiyonlarin lineer

bir kombinasyonu ile tanimlanan bir durumda olabilir:
Y= Cabn 5 n=123. (3.17)
n

Dalga fonksiyonlarinin eklenmesi temel olarak kuantum teorisini, olasilik toplama

teoreminin bagimsiz olaylar i¢in gegerli oldugu klasik istatistiksel teoriden ayirir.

Dalga fonksiyonu 1, mikro nesnelerin durumunun ana &zelligidir. Ornegin, bir

elektronun bir ¢ekirdege olan ortalama uzaklig1 agagidaki formiille hesaplanir.
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<r>=["r-|y2dv. (3.18)

3.4. Ortonormal Fonksiyon Kiimeleri ve Dirac Denklemi

Dirac’in denklemi, bir elektronun bispinor klasik alani i¢in goreli olarak degigsmez bir
hareket denklemidir ve aym1 zamanda spin 1/2 ile diger nokta fermiyonlarinm

tanimlamak i¢in de gegerlidir; 1928 yilinda P. Dirac tarafindan kurulmustur.

Dirac denklemi, Maxwell denklemleriyle birlikte, bir elektromanyetik alanla elektron
akisini, bir elektron tarafindan 1s181n sa¢ilmasini (Compton etkisi), bir foton tarafindan

bir elektron-pozitron giftinin {iretilmesini vb. kullanmay1 miimkiin kilar.
Bu denklemin kesfi i¢in P. Dirac 1933 te Nobel Fizik Odiilii'nii almistir.

Dirac denklemi su sekilde yazilir:

3

0
mclag + cz aip; |Yx,t) = iha—f (x,t), (3.19)
j=1
Burada; m-elektronun kiitlesi, c-1s1k hizi, p; = —ihd; 3 boyutlu momentum operatorii

(X, y, z cinsinden), h = % h- planck sabiti, x- koordinat, t-zaman, (x,t)- dort

bilesenli kompleks dalga fonksiyonudur.

Qy, A1, Ay, a3 dalga fonksiyonu (Pauli matrisleri) tizerinde etki eden bispinor uzayi
tizerinde lineer operatorlerdir. Bu operatorler, bu tiir operatdrlerin her bir ¢ifti ters
yonde etki edecek ve her birinin karesi bire esit olacak sekilde segilir:

a;a; = —aja; Burada; i # j ve i, j endeksleri 0 ile 3 arasinda degisir ve

a?2=1; i =0123.

Tartisilan gosterimde, bu operatorler Dirac alfa matrisleri olarak adlandirilan 4 % 4
matrislerle temsil edilir (bu, antikomiitasyon kosullarinin kargilandig1 minimum matris

boyutudur).

Denklemin sol tarafindaki parantez igindeki tiim operatore Dirac operatorii denir (daha

kesin olarak, modern terminolojide Dirac Hamiltonyen olarak adlandirilmalidir, ¢iinkii

Dirac operatorii artik genellikle Dirac denkleminin kullanildigi kovaryant operatorii D

olarak adlandirilir. Asagida agiklandigi gibi Dy = 0 biciminde yazilir).
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Modern fizikte, Dirac denkleminin kovaryant gosterimi siklikla kullanilir:

(ihcY#d, —mc?)yY = 0. (3.20)

3.5. Ehrenfest Ilkesi

Ehrenfest teoremi (Ehrenfest denklemleri), gozlemlenebilir bir niceligin beklenen
degerleri igin ifade edilmis kuantum mekanigi denklemleridir. Bu denklemler ilk
olarak 1927°de Paul Ehrenfest tarafindan elde edildi.

Ehrenfest denklemi su sekildedir:

d 1 0A
=) = — (4 H]) + () (3:21)

A bir kuantum gozlemlenebilir oldugunda, H sistemin Hamilton operatoriidiir, acili
parantezler beklenen degeri ve koseli parantezler komiitatorii gosterir. Bu denklem

Heisenberg denkleminden tiiretilebilir.

Belirli bir durumda, bir parcacigin q koordinatinin ve p momentumunun beklenen

degerlerinin zamanla degisimi asagidaki denklemlerle tanimlanir:
d 1
—{(g) = — (3.22)
7\ =—{p)

d ou
—(p) = — (— 3.23
&P =-G) (3.23)

Burada m pargaci8in kiitlesidir, U(q) parcacigin potansiyel enerjisinin operatoriidiir.
Ortalama koordinatlar ve momentum igin Ehrenfest denklemleri, Hamilton’un
kanonik denklemler sisteminin kuantum analoglaridir ve Newton’un ikinci yasasinin

kuantum genellestirmesini saglar.

3.6. Zamandan Bagimsiz Schrodinger Denklemi

Zaman-bagimsiz Schrodinger denkleminin tahmin edilen dalga fonksiyonlar1 durgun
dalgalar formunda olabilir. Bu ¢o6ziimlere duragan durumlar denir. Zaman-bagiml
Schrodinger denklemi duragan durumlari iceren denklemdir. (Bu yalniz kullaniliyor
ise Hamiltonyenin kendisi zamana bagimli degildir. Genel olarak, dalga fonksiyonuna

hala bir zamana bagimlilik vardir.)
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Denklem-1
Zaman-bagimsiz Schrodinger denklemi asagidaki gibi ifade edilir.

Ey = Hy (3.24)

Durum denkleminin s6zel ifadesi: Belli bir i dalga fonksiyonu tizerinde Hamiltonyen
operatori etki ediyor ise ve sonug ayni ¥ dalga fonksiyonuna orantili ise Y bir duragan

durumdur, E parametresi 1 durumunun enerjisidir.

Zaman-bagimli Schrédinger denklemini ise asagida daha detayli agiklamis olarak

bulabiliriz. Bu denklem bir 6zdeger denklemidir.

Daha 6nce oldugu gibi, goreli-olmayan Schrodinger denklemi igin en {inlii bulgu bir

tek parcacik bir elektrik alani igeren problemdir.

Denklem-2

Zaman-bagimsiz Schrodinger denklemi tek bir parcacik i¢in agagidaki gibi ifade edilir.

EY(r) = I;—:: vz + V(r)l Y(). (3.25)

3.7. Olasilik Korunmasi

Kuantum mekaniginde olasilik olagan anlamimi kaybeder. Siradan mekanikte,
matematiksel taniminda, olaylarin gerceklesme sikligi olarak olasiligr kullaniriz. Bir
yazi tura atarsak, %50 olasilikla bir tarafa, %50 olasilikla diger tarafa diisecektir.
Elbette bu durumda madeni paranin simetrik oldugunu, etrafta karga olmadigini
varsayiyoruz ve eger kargalar uguyorsa, o zaman sadece karganin paray1 aldigr durumu
thmal ediyoruz, bu durumun 6nemsiz olduguna inaniyoruz. Kuantum mekaniginde bu
yaklasim yeterli degildir. Tiim olaylar olasilikli bir sekilde tanimlanir, ancak yine de
bu olasilik siradan diinyadan ¢ok daha olasidir. Bu kural, kuantum girisimi kullanilarak
hesaplanir. Olasilig1 kullanmak yerine, olasiligin genligini kullaniriz ve bu genlikler
birbirine eklenebilirler. Iki 151k huzmesinin kivrilarak ekrandaki bir girisim resmine
doniisebilmesi gibi, herhangi iki parcacigin etkilesimi, olasilik yasalariin

eklenmesiyle gerceklesir.

Ornegin: Iki pargacigimiz olsun ve bir par¢acigin kirmizi olma olasiligim belirleyelim.

Klasik diinyada bu parcaciklarin biri kirmizi, biri beyaz parcaciklar i¢eren iki kovadan
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alindigini bilirsek, diyecegiz ki: “Cok basit: biri kirmizi, biri beyaz; belki iki kirmizi
belki iki beyaz veya bir kirmizi, bir beyaz; toplamda dort segenek var”. Bu, birinin
kirmizi olma olasiliginin dortte {ic oldugu anlamina gelir. Kuantum diinyasinda ise:
“Bir beyaz, bir kirmiz1 olabilir ve aralarinda siiperpozisyonlar da olabilir. Bir beyaz
art1 bir kirmizi veya bir beyaz, bir beyaz ve bir kirmizi art1 bir kirmizi ve bir beyaz
vb.” Bu, cevabi1 onemli 6l¢iide degistirecek mi? “Kirmizi olma olasiligr nedir?”
sorusunu sorarsak, o zaman degismeyecektir, ancak pargacigin kirmizi eksi beyaz veya
beyaz art1 kirmizi oldugu durumlar 6lgebilirsek, o zaman bunun i¢in bir temelde cevap

farklt olacaktir.

Siradan diinyada belirli anlamlara sahip bazi durumlarimiz varsa (6rnegin, bir kisi
uyuyor veya bir kisi uyanik), o zaman bir kisiyi Olcebilir, ona bakabilir ve karar
verebiliriz: O uyuyor veya uyanik denebilir. Bazen sdylemek zordur, arada bir durum
ortaya ¢ikar ve bir sliperpozisyon durumuna geliriz. “Uykuda” ve “uyanik” durumlari
arasindaki bir kisi, bir olasilikla uyuyor, bir olasilikla uyanik. Ama boyle bir durumu
yazarsak; onun durumu “uykuda” artt durumu “uyaniktir”. Aralarina nasil eksi
koyabiliriz? Klasik diinyada bunun bir anlam1 yoktur. Ya uykuda ya da uyanik, belki

arada bir yerde, ama “uyku eksi uyanik” ne anlama geliyor? Bir anlam1 yoktur.

Fakat kuantum mekaniginde bir anlam oldugu ortaya ¢ikti. Herhangi iki durum igin,
tam bir temel olusturabilir ve durumlart iki parcacik arasina arti ve eksi ile
koyabilirsiniz. Bu durumlara siiperpozisyonel durumlar denir ve olasiligin genliginin
olasiliklardan daha énemli olmasindan Iki parcacik klasik diinyadan biraz daha katidir.
Schrédinger, kuantum ve klasik mekanik arasindakai iligkiyi géstermesi istendiginde,
Schrodinger kedisi olarak bilinen bir 6rnek verdi. Kuantum mekaniginde klasik
diinyada bir anlam ifade etmeyen siiperpozisyon durumlart oldugunu sdyledi. Bu
durumu anlayabilmek adina da bir 6rnekte bulundu. Bir kutuya bir kedi, bir sise zehir
ve zehri kiracak ¢ok akilli bir algoritma kurulmus olsun. Bu algoritmada kimsenin ne
zaman oldugunu bilmedigi, bazi radyoaktif elementlerin bozunmasinin siseyi kirmak
lizerine bu mekanizma ile iliskilendirilsin. Bilinmeyen bir anda radyoaktif elementler
bozunacaktir. Olasilik siireci ise su sekildedir: Sisenin ne zaman kirilacagi
bilinmemektedir, kutuyu acana kadar kedinin 6lii mii canli m1 oldugunu bilinemez. Bu,

kuantum mekaniginin ne kadar anlagilmaz oldugunu gosteren bir durumdur.
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Aslinda bu durum hi¢ de absiirt degil. Ayrica, kesinlikle klasiktir, ¢linkii bu sorunu
diisiiniirseniz, kedinin canli m1 yoksa 6lii mii oldugunu olagan olasilikla kolayca
tanimlayabilirsiniz. Zehrin ¢okme olasiliginin zamanin bir islevi, klasik bir anlami
oldugunu soyleyebilirsiniz. Herhangi bir zamanda, sisenin kirilma olasiligini ve buna
gore kedinin canli veya 6lii olma olasiligint hesaplayabilirsiniz. Ve burada bir mucize
yok ciinkii “kedi yastyor eksi 61ii” durumunu yazamazsiniz. Kedinin ne canli ne de 6lii
oldugu boyle bir temele sahip degilsiniz. Ama “canli kedi eksi 6lii” nedir? Hayal
gliciimiizde bile bdyle bir sey yok. Klasik mekanikte, olasiliklar1 kullandigimizda, iki
durum arasindaki bir faz, bir igaret kavramina sahip degiliz. Sadece bir olasilik degeri
var. Kuantum mekaniginde isaret, faz kavrami ortaya ¢ikiyor ve olasiligin kendisi
yerine genligi kullanmak zorundayiz. Bu genellikle cevaplar biraz degistirir. Klasik
fizikte, iki art1 ikinin dort ettigini biliyoruz ve kuantum fiziginde, sekiz cevaba yol
acacak olan girisim terimini de hesaba katmamiz gerektigini anliyoruz, ¢linkii iki kat1

olmalidir.

Gergcekten de bazt durumlarda, kuantum miidahalesi nedeniyle cevap, klasik
mekaniktekinin iki kati olabilir. En basit durum, klasik olarak da oldukg¢a iyi
tanimlanan 15181n girisimidir ancak tek parcaciklar diizeyine indigimizde kuantum
mekanigini kullanmamiz gerekir. Burada girisim olaylart nedeniyle yanitin
biiytlikliigiiniin degisebilecegini, iki kat daha biiylik olabilecegini veya mutlak sifir
olabilecegini goriiyoruz. Birgok ilging kuantum mekaniksel etki, kuantum girigimi
nedeniyle bir seyin mutlak sifir olacak sekilde c¢ikarilmasi gergeginden
kaynaklanmaktadir. Kuantum hesaplama fikri ve algoritmalarinin ¢ogu buna
dayanmaktadir: Tim olas1 cevaplardan gereksiz tiim cevaplari ¢ikarmak i¢in kuantum

girisimini kullanirsiniz, kuantum girisimi nedeniyle bunlar sifir ¢ikaririz.

Goriinen o ki, bir¢ok problemde onlar1 klasik olasiliklarla agiklamaya c¢alisirsaniz
gercege yeterince yakin bir cevap alirsiniz. Yani, bu tiir ¢ikarmalar her zaman olmaz,
bazen sistemde bulunmazlar ve rolleri her zaman o kadar 6nemli degildir. Nasil
olctiigiiniize ¢ok baghdir. Olgiimleri kendi temelinize gére yaparsaniz, yani
durumlarin belirli enerji degerlerine sahip oldugu temelinde, o zaman ¢ogu durumda
boyle bir temelde gormezsiniz. Pargaciklarin  olasilikla  tanimlandigini

gorebilmekteyiz.
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Ama bir deney daha akillica yiiriitiliirse, arti veya eksi iki enerjili durumlar
olusturmaya caligilirsa, kuantum diinyasinda bunun yapilabilecegi ortaya ¢ikar. Ayn
atoma kendi enerjisi acisindan degil, art1 veya eksi olan bir durum agisindan bakmak

i¢in bu tiir islemlerin nasil yapildigi bilinmektedir.

3.8. Sonsuz Potansiyel Kuyusu

Kuantum hapsi, bir malzemenin ¢ap1 elektron dalga fonksiyonunun de Broglie dalga
boyu ile aym biiyiikliikte oldugunda gézlemlenebilir. Malzemeler bu kadar kiiciik
oldugunda, elektronik ve optik 6zellikleri biiyilk malzemelerinkinden énemli 6l¢iide

sapar.

Bir parcacik, sinirlayict boyut parcacigin dalga boyuna kiyasla biiyiikk oldugunda
serbestmis gibi davranir. Bu durum sirasinda, bant araligi, siirekli bir enerji durumu
nedeniyle orijinal enerjisinde kalir. Bununla birlikte, sinirlayict boyut azaldikca ve
belirli bir sinira ulastiginda, tipik olarak nano oOlgekte, enerji spektrumu ayrik hale
gelir. Sonu¢ olarak, bant araligi boyuta bagli hale gelir. Parcaciklarin boyutu
kiigtildiikge elektronlar ve elektron delikleri birbirine yaklasir ve onlar1 harekete
gecirmek icin gereken enerji artar, bu da sonugta 151k emisyonunda bir maviye kayma

ile sonuglanir.

Spesifik olarak, etki, elektronlarin ve elektron deliklerinin, eksiton Bohr yarigapi
olarak adlandirilan kritik bir kuantum 6l¢limiine yaklasan bir boyuta sikistirilmasindan
kaynaklanan olay1 tanimlar. Mevcut uygulamada, kii¢iik bir kiire gibi bir kuantum
noktasi li¢ boyutta, bir kuantum teli iki boyutta ve bir kuantum kuyusu yalnizca bir
boyutta sinirlandirilir. Bunlar sirasiyla sifir, bir ve iki boyutlu potansiyel kuyulari
olarak da bilinir. Bu durumlarda, sinirlandirilmis bir pargacigin serbest tasiyici olarak

hareket edebilecegi boyutlarin sayisina atifta bulunurlar.

Asagidaki denklem, enerji seviyesi ve boyut aralig1 arasindaki iligkiyi gosterir:

_ 8 _ (nxnx> . [(nyTx\ | (nxnx> 3.26
l,l)nx,ny,nz = | LL, sin L sin L sin L (3.26)
2r?[ma2 (n,\°  /m,\2
E _hr (_x> + (™) 4 (_) (3.27)
Tty 2m [\Ly Ly L,
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3.9. Harmonik Salinici

Harmonik osilator, harmonik salinimlar yapabilen bir sistemdir. Fizikte, harmonik
osilatér modeli, 6zellikle kararli bir denge pozisyonu etrafindaki sistemlerin kiiglik
salinimlariin incelenmesinde énemli bir rol oynar. Kuantum mekanigindeki bu tiir

titresimlere bir 6rnek, katilardaki, molekiillerdeki vb. atomlarin titresimleridir.

Geri cagirict yar elastik bir kuvvetin etkisi altinda bir eksen boyunca salinan tek
boyutlu bir harmonik osilatér diisiiniin. Boyle bir osilatoriin potansiyel enerjisi su

sekildedir:

kx? _ mongz (328)
2 2

Ulx) =

Burada, w, = /mi, klasik harmonik osilatoriin dogal frekansidir. Boylece, bir
0

harmonik osilatoriin kuantum-mekanik problemi, bir parabolik potansiyel kuyusunda

bir parg¢acigin hareketi problemine indirgenir.

Once klasik bir harmonik osilatoriin davramgimi ele alalim. Toplam E enerjili bir
pargacigin bir kuvvet alaninda salinmasina izin verilsin (Sekil 1). Par¢acigin toplam
enerjisinin potansiyel enerjisine esit oldugu anlar, parcacik i¢in doniim noktalaridir.
Pargacik, segmentin igindeki potansiyel kuyusunun duvarlari arasinda, Otesine

gecemeyecegi salinim hareketleri yapar.

|
|
E |
|
|
1

=dy 0 a,

Sekil 1: Toplam E enerjili bir parcacigin bir kuvvet alaninda salinmasi

Kuantum mekaniginde harmonik osilatdr problemini ¢6zmek i¢in Schrédinger
denklemini, verilen potansiyel enerji i¢in ¢6zmek gerekir. Bu durumda denklem;

d>y 2m, mowix?

_de + _hZ — —2 ¢ =0, —o0 < x < 4o (3.29)
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haline gelir.

Bir yaya bagli m kiitleli bir pargacigin oldugu bir 6rnek diisiinelim. Hooke yasasina
gore, boyle bir parcacik ilizerine F = —kx geri ¢agirict kuvvet etki eder. Boyle bir

parcacigin potansiyeli su sekilde tarif edilecektir:

Bir harmonik osilatoriin enerji spektrumunun ii¢ ayirt edici 6zelligi vardir: enerji
kesiklidir, seviyeler birbirinden ayni uzaklikta ve en diisiikk seviye kuyu dibinin

potansiyel enerjisine esit degildir.

3.10. U¢ Boyutlu Problemler

Hy(r) = Ey(r) (3.30)
denklemi {i¢ boyutta Schrodinger denklemi olmak iizere;
p* = pi+ Py +1; (3.31)
ﬁ=(ﬁiha ha) (3.32)
iox'ioy’ioz
olacak sekilde konum temsilinde Schrodinger denklemi yazilirsa;
2 32 32
pzo 9° 0 O (3.33)
0x?’ dy?’ 0z
olmak tizere:
hZ
[—% 7?2+ V(T)l Y(r) = Wiy(r) (3.34)

elde ederiz.

3.11. Kiiresel Simetrik Potansiyel

Eger potansiyel kiiresel simetriye sahipse, kiiresel koordinatlarda ¢aligmak uygundur.

Bu durumda:
\72=a—2+za—+i<a—2+coma—+;a—z> (3.35)
or? r dr r?\da? da  sina d¢?
olur. Bir iglemciyi sunu kullanarak tanimlarsak:
[? = —n? (a—2+c0tcxa—+ Lo > (3.36)
d da  sin’a d¢? '

yazilir.

L operatorii agisal momentumla ilgili bir operatdrdiir.
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9> 20 I?
R T (830

elde etmis oluruz.
V(r), a ve ¢’ye bagl olmadigindan:

Y() = R(r)Y(a, p) (3.38)
yazilir. O halde:

n” VZ+v
[—% + (r>]¢<r)

2 (02 20 L
:I_2_<_ ——>+V(r)+ lR(r)Y(a.qb)

m\or? r 0
= ER(r)Y(a, ¢) (3.39)

elde edilir. Daha onceki gibi, zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini tiiretirken,
R(NY(a, ¢) # 0 ile bolelim:

2 2 2
R o] e

2m\or? r or

Eger ikinci terim @, ¢ degiskenlerine bagimli degilse, denklemin sol tarafi tim «,

¢’ler i¢in yalnizca bir sabit olur. Boylece asagidaki denklemlere ulasiriz:

LZ
2m72 Y(OI, d)) = EL(T)Y(a' d))' (341)
1 [ % /[0? 2 0 ] L?
R(r)| 2m\orz Ty ar FV@RM + omrz b (342)
[ h?2 (0% 2 4
o <ﬁ t2 (’)_> + V(T) R(r) = ER(r) (3.43)
Burada E;, = —;, dalga fonksiyonunun agisal bagimlilig: ile ilgili enerjidir.

3.12. Klein-Gordon Denklemi

Cok parcacikli bir sisteme higbir dis kuvvet uygulanmazsa (yani sadece karsilikli i¢
kuvvetler varsa), sistemin kiitle merkezi sabit bir hizla (VKM) hareket eder. Bu sabit
VKM hiziyla giden bir gozlem cercevesinden bakildiginda, pargaciklar sisteminin

kiitle merkezi (KM) durgun goriiniir. Bu gozlem g¢ercevesine KM ¢ergevesi denir.
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KM c¢ergevesinde pargaciklar KM etrafinda hareket ederler ve birinin herhangi bir
andaki konumunun belirtilmesi, digerininkini tam olarak belirtir. Dolayisiyla iki-
parcacik problemi tek parcacik problemine indirgenmis olur. Daha dnce tek boyutta

yapilan indirgeme bu sekilde ii¢ boyutta yapilabilmektedir.

m, kiitleli par¢acigin konumu r; ve momentumu p,, m, kiitleli parcacigin konumu r,
ve momentumu p, olsun. r, — r; farkina bagli Coulomb potansiyeline bagl bu iki

parcacikli sistemin Hamiltonyeni

2 2

b1 b2

H=——
2my + 2m,

+V(r,—1) (3.44)

bicimindedir. Schrédinger denklemi de

1 1
—h? <2m ‘712 + om VZZ + V(T'Z — T1)> l/)(‘r‘l,‘r‘z) = Etp(rl’rz) (345)
1 2

olarak yazilir. Bu denklem r; ve r, koordinatlarina gore degiskenlerine ayrilamaz fakat

KM korrdinatlarina gore degiskenlerine ayrilabilir.

L

R:mlr1+m2r2

m, +m,

r=r,—r,

Kiitle merkezi koordinati R ve bagil koordinat r cinsinden Schrédinger denklemi;

2 2
(—zh—MVg — Z_,u vz + V(r)) Y(R,v) = EY(R,7) (3.46)
sekline indirgenir. Kiitle merkezi koordinatlarinda yazilan Schrodinger denkleminin;
YR, = $(RU() (347)
seklinde ¢0zlimii aranirsa,
h? )
oM Vi #(R) = ExmP(R) (3.48)
ve
<—h—2|72—h—2 |72+V(r)> Ur) = eU() (3.49)
2M R 2T '

gibi iki denklem elde edilir. Burada E = Exy + € ve K? = %EKM seklindedir.
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Kiitle merkezinin, dolayisiyla tiim sistemin topluca hareketiyle ilgili olan denklemin
¢Ozumi,

®(R) = CelkR (3.50)
Bu ¢6ziim, klasik mekanikte kiitle merkezinin VKM sabit hiziyla 6telenmesine karsi
gelir. KM cercevesinde

hK = P = MR (3.51)
toplam momentumu sifirdir. Dolayisiyla bu ¢ergevede iki pargacigin sadece KM
dolayindaki bagil hareketi kalir.

Klein - Gordon denklemi, Schrodinger denkleminin goreli bir versiyonudur:
1 m2c?
0P + 05y + 07y — = o3P — 2 Y =0, (3.52)

Diger denklemlerin yami sira, denklemin kiitlesiz skaler ve vektor alanlarim

tanimlamaya uygun dalga denkleminin bir genellemesi oldugu agiktir.

3.13. Dort Boyutlu Vektorler

Dort boyutlu uzay, iic boyutlu uzaym ozelliklerini genellestiren matematiksel bir
nesnedir. Gorelilik teorisinin dort boyutlu uzay-zamani ile karistirllmamalidir.
Cebirsel olarak dort boyutlu uzay, dort elemanli bir vektorler kiimesi olarak
olusturulabilir. Daha genel bir degerlendirmede Oklidyen olmayan bir metrige
sahiptir, noktadan noktaya degiskendir. Dort boyutlu uzay, ayni zamanda, {iglincii
eksen boyunca yer alan sonsuz sayida iki boyutlu diizlemden olusan ii¢ boyutlu bir
diinya gibi, dordiincii koordinat ekseni boyunca yer alan sonsuz sayida li¢ boyutlu uzay
olarak da temsil edilebilir. Ayrica, 3D kisaltmasinin li¢ boyutlu uzay anlamina geldigi

gibi “4-” onu takip eden kavramin dort boyutlulugunu belirtir.

Belirli bir koordinat sistemine sahip li¢ boyutlu uzayda noktalar ve vektorler iig
koordinatla tanimlanir; benzer sekilde 4B’deki noktalar ve vektorlerin dort koordinati

vardir. Ornek 4 boyutlu vektor:

a= . (3.53)

seklindedir. Vektorlerin toplanmasi ve ¢ikarilmasi, li¢ boyutta oldugu gibi bilesen

bazinda gerceklesir. 4B vektoriin skaler carpimi asagidaki formiille tanimlanir:

a. b = a1b1 + azbz + a3b3 + a4b4 (354)
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a.b

6 = arccos ———-.
llall- llb]l (3.55)

3.14. Dirac Denklemi ve Coziimleri

Dirac denklemine enerjili serbest bir pargacik igin bir ¢oziim olusturalim. Yani

duragan denklemi ¢ozeriz:

(cap + pmc®WE(r) = EYE(r) (3.56)
[cap + pmc?,p] = 0, (3.57)
B pr
YE(r) = uexp (l 7) (3.58)
u = {uy,uy, us, us} = {@, x}, ¢ = {uy, u,} ve x = {us, u,} olmak iizere;
. 2 pry pr
(cap + pmc*)uexp (l . ) = Eu exp (l - ) (3.59)
0 o (1) 2 I o AN @
cp (o‘ 0) (x) ipc (0 —1) (x) =E (x) (3.60)
cpox + mc?p = Eg,
{cpo'x — mc?x = Ex. (3.61)
ifadesini diizenlersek:
2 _ —
{cpax + (mc X E)p =0, (3.62)
—cpox + (mc“ + E)x = 0.
elde ederiz ve:
2
—E
me PO - (3.63)

—cpoc  mc*+E
(op)(op) = 0; o pip; = (51'1' + ieijkak)pi pj = p* + ioxeikj i Pj- (3.64)
E = +./p2c? + m2c*. (3.65)

3.15. Olasilik Yogunlugu

Ug boyutlu koordinat uzayinda olasilik akim yogunlugunun agik bir formunu bulalim.

Hamilton operatorii asagidaki forma sahiptir.
2 hZ

H=—+U@)=—=—A+U®). (3.66)
m 2m

Schrodinger denklemi ise su sekilde yazilmisg olur:

Wy _ (3.67)

ih Frami —ﬂAtp(r, t)+U) Y(r,t),
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oty R *
5 = g O+Um@ Y, (3.68)

ih (lp* %—lf + a;pt*)

—ih

hz
= _ﬂ(lp AY —YAY ) (3.69)
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4, HERMITE POLINOMLARIN OZELLIKLERI

n. dereceden Hermite polinomu, n dereceli bir polinomdur. Bu polinomlarin

ozelliklerini agagidaki gibi inceleyebiliriz:

a) Ortogonallik

H,(x) ve He,,(x) n=0,1, 2, 3, ... i¢in n’inci dereceden polinomlardir. Bu polinomlar

agirlik fonksiyonuna (6l¢ii) gore ortogonaldir.

2

w(x) = e_xT, (He icin) (4.1)
ya da
w(x) = e, (H i¢in) (4.2)
Bu durumda;
f H,, (x)H,(x)w(x)dx = 0, blitin m # n igin (4.3)
Ayrica,
j Hem(x)Hen(x)e_dex =2 n! Sy, (4.4)
ya da
J Hp () Hy(x)e ™ dx = V2 n! 8, (4.5)

Burada, &,,,,, Kroncker deltasi’dur.

b) Eksiksizlik

Hermite polinomlari, Hilbert uzayinin ortogonal bir temelini olusturur.

f @ Pw)dx < oo (4.6)

| T FgE@w)dx @)
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Gauss agirlik fonksiyonu w(x) dahil L?(R, x(x)dx) igin bir ortogonal taban, tam bir
ortogonal sistemdir. Ortogonal bir sistem i¢in tamlik, 0 fonksiyonunun sistemdeki tiim
fonksiyonlara ortogonal olan tek f € L?(R, x(x)dx) fonksiyonu oldugu gercegine

esdegerdir.

Hermite polinomlarinin lineer yayilimi tiim polinomlarin uzay1 oldugundan;
f f(x)xne_xzdx =0 (4.8)

Burada her n > 0 igin f=0.

Bunu yapmanin bir yolu;
® 2 - z" 2
F(z) = f f(x)e ™ dx = me fx)x"e™*dx =0 (4.9)
= n=0

seklinde elde edilir. O halde her gergek t i¢in F(it) = 0 olmasi, f (x)e"‘2 ’nin Fourier
doniisiimiintin 0 oldugu anlamina gelir, dolayisiyla f hemen hemen her yerde 0’dur.
Hermite durumunda, eksiksizligi ima eden acik bir 6zdesligi kanitlamak da

miumkindiir.

Hermite polinomlarmin L?(R, x(x)dx) icin ortogonal bir temel oldugu gergeginin
esdeger bir formiilasyonu, Hermite fonksiyonlarinin tanitilmasindan ve Hermite

fonksiyonlarinin L2 (R) igin ortonormal bir temel oldugunu sdylemekten ibarettir.

c¢) Hermite diferansiyel denklemi

Hermite polinomlari, diferansiyel denklemin ¢oziimlerindendir.
1 ! 1
(e_ixzu’) +le P u=0 (4.10)

burada A bir sabittir. u ‘nun polinomsal olarak sonsuzda sinirlandirilmast gerektigi
sinir kosulunu empoze eden denklem; yalnizca A negatif olmayan bir tam saytysa
¢oziimlere sahiptir ve ¢oziim u(x) = C;He,(x) olarak verilir. Burada C; bir sabiti

ifade eder.

Diferansiyel denklemi bir 6zdeger problemi olarak yeniden yazarsak,
Llul =u" —xu' = —u (4.11)

elde etmis oluruz.
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Hermit polinomlar1 He, (x), L[u] nin 6zfonksiyonlari olarak belirtilebilir. Bu 6zdeger
problemine Hermite denklemi denir.

u' —2xu’ = —-2Au (4.12)
denkleminin ¢oztimii Hermite polinomlar1 cinsinden u(x) = C;He;(x) seklinde
verilen u fonksiyonudur. Burada C;, u’nun polinom olarak olmasi gereken sinir

kosulunu uyguladiktan sonra bir sabiti belirtir ve siirhidir.

Yukaridaki ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin genel ¢éztimleri aslinda hem
Hermite polinomlarinin hem de birinci tiirden birlesik hipergeometrik fonksiyonlarin
lineer kombinasyonlaridir. Hermite denklemi igin:
u'" —2xu'+2u=0 (4.13)
genel ¢oziim seklini alir,
u(x) = C;Hy(x) + C,hy (%) (4.14)
seklinde ¢6ziimleri vardir. Burada C, ve C, sabitlerdir, H;(x) Hermite polinomlardir

ve h, (x) Hermite fonksiyonlaridir.

Daha genel siir kosullartyla, Hermite polinomlari, karmagik degerli A i¢in daha genel

analitik fonksiyonlar elde etmek lizere genellestirilebilir.

d) Acik ifade
Hermite polinomlari acikc¢a su sekilde yazilabilir:

Bu iki denklem, tek bir denklemde birlestirilebilir:

(I
2 >-1
(=1)z . .
n!zT(Zx)” ngift sayisi igin
(7 - l) !
Hy (%) = < n-1 -y (4.15)
I (1) 2 2141 .
n! 1 (2x) n tek sayisticin
\ l=0(21+1)!( . —l)!

2
—-1ym
Hn(X) =n! Z W (ZX)n_Zm (416)
m=0
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e) Ters Acik Ifade
Yukaridaki agik ifadelerin tersi, yani Hermite polinomlari cinsinden tek terimliler i¢in

olanlar;
2]

1
x"=n! Z 2mm! (n — 2m)! Hern—zm(x) (.47)

m=0

Hermite polinomlar1 H icin karsilik gelen ifadeler, asagidaki sekilde diizenlenebilir:
2]

n! 1
x" = 2n z m! (n — 2m)! Hn—zm (%) (4.18)
m=0

f) Olusturma islemi

Hermite polinomlari, tistel fonksiyon kullanilarak da ifade edilebilir.

xt—%tz _ H i
e = en(x) — (4.19)
n=0
et =N i S 4.20
"l (4.20)
n=0

Bu esitlik, x ve t’nin tim karmasik degerleri icin gecerlidir ve x’teki Taylor acilimi
yazilarak elde edilebilir. Hermite polinomlarint su sekilde yazmak ig¢in Cauchy’nin

integral formiiliinii kullanarak da tiiretilebilir.

» d" 2
Hy() = (-1 —— e
0 o2 M e~*’
=1 o @21)
Bunu denklemi toplam ile ifade edersek,
o o
Hn(x)m (4.22)
n=0
elde ederiz.
g) Beklenen Degerler

X, standart sapmast 1 ve beklenen degeri p ile normal dagilima sahip rastgele bir
degiskendir;
E[He,(X)] = u™ (4.23)
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Standart normalin momentleri (beklenen sifir degeri ile) ¢ift indeksler i¢cin dogrudan
iliskiden okunabilir:

E[X?"] = (—1)"He,,(0) = (2n — 1!l (4.24)

Burada (2n— 1)!' ifadesi ¢ift faktoriyeldir. Yukaridaki ifadenin, Hermite

polinomlarinin momentler olarak temsilinin 6zel bir durumu olduguna dikkat edelim:

1 (> y?
Heyp(x) = \/T_nf (x +iy)"e zdy (4.25)

h) Ozel Degerler

Sifir bagimsiz degiskeni H, (0)’da degerlendirilen Hermite polinomlarina, Hermite

sayilar1 denir.

0 ncift sayisticin
Hy (0) = { n (4.26)
(=2)z2(n— 1)1 n tek sayisticin
H,(0) = —2(n — 1H,_,(0) (4.27)
Buradaki ifadeler Hermite polinomlari agisindan su anlama gelir:
0 ngift sayisticin
He,(0) = { n (4.28)
(=2)2(n— 1! n tek sayisticin

4.1. Rodrigues Formiilii

{B,(x)}m-0 , ortogonallik kosulunu saglayan bir ortogonal polinom dizisi olsun;

b
J P () B, ()W (x)dx = Ky nSmn (4.29)
wix) _ AG) (4.30)
w(x) B(x)

Burada A(x) derecesi en fazla 1 olan bir polinom ve B(x) derecesi en fazla 2 olan bir

polinomdur ve ayrica limitleri;

limw(x)B(x) =0, (4.31)
lim w(x)B(x) = 0, (4.32)
P,(x) = WC&) o B w(x)] (4.33)

Bu ifadelere Rodrigues tipi formiil veya sadece Rodrigues formiilii denir.
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Rodrigues tipi formiillerin en bilinen uygulamalar1 Legendre, Laguerre ve Hermite
polinomlart i¢in formiillerdir.

Legendre polinomlar1 B, i¢in Rodrigues formiilii:

n
2nn! dxm

Laguerre polinomlar1 genellikle Ly, L1, Lo, ... olarak gosterilir ve Rodrigues formiilii su

F(x) = [(x?* = )] (4.34)

sekilde yazilabilir:

n

L()—exdn(-xn)—l(d 1) x 435
= e Y T i\ * (4.35)

Hermite polinomu i¢in Rodrigues formiilii su sekilde yazilabilir:

_ e L (g L) 4.36
Ho(x) = (=)™ —Ze™ =(2x — (4.36)
4.2. Tekrarlama Bagintis1
Hermite polinomlarinin dizisi de yineleme bagintisini karsilar.
He,, 1(x) = xHe,(x) — He; (x) (4.37)
Katsayilar asagidaki 6zyineleme formiilii ile iliskilidir:
_ _nan_llk ) k = 0 4 38
an+1’k o {an’k_l - nan_llk ) k > 0, ( )

Ve apo=1,a,9=0, a;; =1 seklindedir. Hermite polinomlar igin,

n

Hy(x) = ) aypx® (4.39)
Hppq(x) = 2xH,(x) — H',, (4.40)

Katsayilar agagidaki 6zyineleme formiilii ile iliskilidir:

—Ank+1 > k=0
= ’ 4.41
s {Zan,k—l - (k + 1)an,k+1 ’ k>0, ( )
Ve a0,0 = 1, al'o == 0, al,l == 2
Hermite polinomlar1 agagidaki 6zdeslikleri saglayan bir polinom dizisidir.
Hen(x) = nHen_(x), (4.42)
H.(x) = 2nH,_1(x). (4.43)
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Esdeger olarak, Taylor agilimina gore,
n
HeaGr+y) = ) () "™+ Her )
k=0
n n
=272 (Z) He,_(xV2)He, (yV2) (4.44)
k=0
n
HaGe+3) = ) () 29"+ B (@)
k=0
n n
=272 ) (1) Hyoro (0V2) Hi(3V2) (4.45)

=0

Bu genel ifadeler asikardir ve asagida ayrintilar1 verilen diferansiyel operator temsiline

dahil edilmistir,
DZ
He,(x) =e 2 x™, (4.46)
D2
H,(x) =2"e 4 x™
(4.47)
Sonug olarak, m’ tiirevleri i¢in asagidaki iliskiler gegerlidir:
! n
H er(lm) (x) = CEES He,_,(x) = m! (m) He,_,(x), (4.48)
n! n
H™ (x) = 2m T im0 = 27! (m) H,_.(x). (4.49)
Hermite polinomlarinin yineleme bagintisin1 da sagladigi sonucu ¢ikar.
He,,,(x) = xHe,(x) —nHe,_,(x), (4.50)
Hyyq(x) = 2xH, (x) — 2nHp_q (x). (4.51)

Bu son iligkiler, Hy(x) ve Hy(x) polinomlart ile birlikte, pratikte polinomlar1 hizli bir

sekilde hesaplamak i¢in kullanilabilir. Ayrica, agagidaki ¢arpma teoremi gegerlidir:

2]
. 20)!
Hy(yx) = Z YR - 1)(2nl.) %Hn_ﬂ(x) (4.52)
i=0
2] G
He,(yx) = Z yn-2i(y2 _ 1)(2ni) == Hep_3i(x) (4.53)
i=0
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4.3. Diklik Bagintisi

H,(x) ve He,(x), n = 0,1,2,3,... i¢in n’inci dereceden polinomlardir. Bu
polinomlar agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

x2

w(x) = e~ 2z, (He icin) (4.54)

ya da
w(x) =e™ (4.55)
f OOHm(x)Hn(x)e_xzdx = V2" 8. (4.56)

48



5. YUKSELTME-ALCALTMA (ARTIRAN-EKSILTEN) iSLEMCILERI

Merdiven operatorii kavraminin 6zel bir uygulamasi, agisal momentumun kuantum
mekaniksel ¢oziimlerinde bulunur. J,, J, ve J, bilesenlerine sahip genel bir agisal
momentum vektorl J i¢in, J, ve J_ olmak iizere iki merdiven operatorii tanimlanir.
J+ =1x + 1y, (5.1)
J-=Jx tiJy. (5.2)
Herhangi bir acisal momentum operatdriiniin kartezyen bilesenleri arasindaki

komiitasyon iliskisi su sekilde verilir:

UiJ;] = ifeiji i (5.3)

Buradan, merdiven operatorleri ve Jz arasindaki komiitasyon iliskileri elde edilir,
Uz )] = 1), (5.4)
UsJ-1= 20, (5.5)

Merdiven operatorlerinin 6zellikleri, belirli bir durumda J, operatdriiniin eylemini
nasil degistirdiklerini gézlemleyerek belirlenebilir,
Jslim) = () + e Je])lim)
= () £ W) |jm)
= A(m £ D)Jljm) (5.6)

Daha sonra asagidaki ifadeler yazilmis olur:

Js om) = /(G —m)(G +m+ D]j,m + 1)

=n/jG+ 1D —-m@m+ Dlj,m+1), (5.7)
J-limy =h/(G+m)( —m+ D]j,m—1)

= n/jG +1) —m@m—D]j,m—1). (5.8)

49






6. SUREKLILIK DENKLEMIi

Tek bir pargacik i¢in Schrodinger denkleminin 6nemli bir yonii, bir yerde bir parcacik
bulma olasiligmin dalga fonksiyonunun mutlak degerinin karesi tarafindan
belirlendigi fikridir. Olasiligin yerel olarak (yani her bir farkli konumda) saklanmasi
da kuantum mekaniginin 6zelligidir. Elektronun herhangi bir yerde bulunma ihtimali
azalip bagka bir yerde bulunma ihtimali arttiginda (ki toplam ihtimal degismiyorsa) bu
yerler arasindaki aralikta bir sey gerceklesmis olmalidir. Bagka bir deyisle, bir yerde
olasilik azalir ve bagka bir yerde artarsa, bu yerler arasinda bir seyin degismesi
gerektigi anlaminda elektronun siirekliligi vardir. Yani eger aralarina bir duvar
koyarsaniz, bu olasiliklart etkiler ve eskisi gibi olmazlar. Sonug olarak, tek basina
enerjinin korunumu bdyle bir derinlige sahip olmadigi ve enerjinin yerel korunumu
kadar 6nemli olmadigi gibi, tek basina olasiligin korunumu da koruma yasasinin tam
bir formiilasyonu degildir. Enerji kaybolursa, bu yerden enerji ¢ikisinin mutlaka
gergeklesmesi gerekir. Boylece, olasilik yogunlugu bir yerde degisirse (orada bir birim
hacimde boyle bir sey bulma olasiligi), olasiligin buradan bir yerden aktarildigi
varsayilabilir. Boyle bir akim, asagidaki gibi yorumlanabilecek bir vektor olacaktir.
— bileseni, pargacigin diizleme paralel bir diizlemden bir yonde ge¢mesinin net
olasilig1 (saniyede ve birim hacim basina) olacaktir. Yonlii gecis pozitif akis, ters

yonde gecis ise negatif akis olarak kabul edilir.

Olasilik yogunlugunun dalga fonksiyonu cinsinden ifade edildigini biliyoruz.

P(r,t) =y (r,O)Y(r,t) (6.1)
oP

- ="V (6.2)

apP P oY” (6.3)

VYtV
L —i[lp*i(ﬁV— A)(EV— A>¢+ Py
ot Y om 77 )7V 1 a9

- 1!}% (? v+ qA) (? V+ qA) Y — qoypy” (6.4)
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ve buradan da;
e (- aeru(tr-a)] o

elde edilir.

Bir parcacik bir alandan kaybolursa, alanlar arasinda bir degisim olmadan bagka bir
alana gecemez. Birinci bolgenin, ilizerinde elektron bulunma olasilig1 sifir olacak
sekilde ¢izilmis kapali bir yiizeyle ¢evrili oldugunu hayal edin. Yiizeyin i¢inde bir

yerde bir elektron bulmanin toplam olasilig1, hacim integraline esittir.

Ancak Gauss teoremine gore, diverjansin hacim integrali, yiizey integraline esittir.
Yiizeyde ise sifir oldugunu ileri siirer; bu nedenle, ylizeyin ic¢inde bir pargacik
bulmanin toplam olasilig1 degisemez. Sadece olasiligin bir kismi sinira ulagtiginda, bir

kism1 disar1 gegebilir.
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7. PSEUDO-HERMITYEN KUANTUM MEKANIGIi VE VARSAYIMLARI

1- Bir kuantum sistemi S; bir ti¢lii (H, H, < -,- >) ile belirlenir. Burada H, i¢
carpimt h-|-i, H : H — H (yogun olarak tanimlanmis) bir Hilbert uzayidir. Hamiltonyen
olarak adlandirilan lineer operator ve <- , ->, H lizerinde h-|-i’den farkli olabilen
(pozitif-belirli) bir i¢ garpimdir.

2- S’nin durumlar1, H’nin tek boyutlu alt uzaylari ile tanimlanir.

3- Sistemin gozlenebilirleri, lineer operatorler sinifi ile tanimlanir O : H — H.
Sistem bir durumdayken gozlemlenebilir bir O 6l¢iildiiglinde bir @ € R okumasi elde
edilir ve 6l¢iimden 6nce hazirlanan durum, 6zdegeri ® olan O’nun bir 6z durumuna
ani bir degisime ugrar.

4- Gozlenebilir bir O’nun tiim 6zdegerleri ve 6zvektorleri, bir O dl¢limiiniin olas1
sonugclar arasindadir. Ozellikle, O nun her 6zvektorii bu sekilde hazirlanabilir.

5- Bir Ol¢limiin sonucu dogas1 geregi olasiliksaldir ve bir durumda O’nun

6l¢iilmesi lizerine dejenere olmayan bir 6zdeger o dlgme olasiligi P ile verilir.

2
P,(A) = < ¥ ¥y >| (7.1)

V<Y >< Yy, P, >

Burada, i € A ve y, € A, dir. Ayrica, sonuglarin beklenen degeri bir anda O

Olciilerek elde edilen forma sahiptir;

<y,0 >
(0 ) = M (7.2)
<Py >
6- Ay baslangic durumunun zaman evrimi, Schrédinger denklemi tarafindan
temsil edilir;
. d
lhﬁyb(t) = Hy(t), t =ty (7.3)
7- Hamiltonyen H gézlemlenebilir bir degerdir.

A-  Gozlenebilir bir 0, igeren herhangi bir fiziksel 6l¢iim icin hazirlanabilecek
yogun bir durum vektorleri seti vardir. Bu, (2)’den ve gézlemlenebilirlerin yogun

olarak tanimlandig1 varsayimindan, yani (3)’ten ¢ikar.
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B- Gozlenebilirlerin gergek bir spektrumu olmalidir. Bu, (4)’ten gelir.

C- Gozlenebilirler tam bir 6zvektor setine sahip olmalidir. [7]’de tartisildig: gibi,
bu (3) — (5) ve (B)’den kaynaklanmaktadir.

D- O gozlenebilirleri <- , -> i¢ ¢arpimina goére Hermityen olmalidir. Bu, her
durumda O’nun beklenen degerlerinin gergekliginin <- , ->‘ye goére 0, ‘nin
Hermitikligine esdeger oldugunu sodyleyen iyi bilinen bir lineer cebir teoreminden
cikar.

E- Zaman evrimi (e ~{¢=tH/M gperatérii), <-, -> i¢ ¢arpimina gore iiniterdir.

Bu, (7) ve (D)’ten kaynaklanmaktadir.

7.1. Bir Gozlemlenebilirin Hermiteligi

Eger <-, -> ve h‘|'i’nin 6zdes olmasi talep edersek, pseudo-Hermit kuantum
mekaniginin (1) — (7) postiilalar1 gelencksel (Hermityen) kuantum mekaniginin
postiilalarina indirgenir. S6zde Hermit kuantum mekaniginin avantaji, bir serbestlik
derecesi olarak <- , -> se¢imini igermesidir. S6zde Hermityen kuantum mekaniginde,
bir kuantum sisteminin fiziksel Hilbert uzayr Hphys, H’nin 6zvektorlerinin agikligina
< -, - > i¢ ¢arpimi ve Cauchy’nin elde edilen i¢ ¢arpim uzayini bir Hilbert uzayina

tamamlamasiyla donatilarak elde edilir.

Hilbert uzaymin Oklidyen i¢ c¢arpimla donatilan standart iki seviyeli sistemi gz

oniinde bulundurup sistemin Hamiltonyenini su sekilde verebiliriz:

0= 9 o

Burada, E, @ € R sabitlerdir. Ayrica, Ay = A(0) , Py = ((1)) i¢in:

PY(t) = ele® ) (7.5)

Burada ¢(t), t'nin keyfi reel degerli bir| fonksiyonudur. Simdi, t’nin herhangi bir

.. g h .
pozitif gergek say1 oldugunu varsayalim. € := ol <« 1 olur ki 0 zaman;

P(o) =0 (D) + 0(e) (7.6)
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Baska bir deyisle, | a | >>% . Ancak bu yeni i¢ carpimi kullanarak Hilbert uzayi

1 0

0 — 1) arttk  gozlemlenebilir degildir ve Ozvektorleri

tanimlanirsa S, = (

((1)) ve ((1)) spin durumlarini temsil etmez.

Prensipte, bir eslenik sinifi birden fazla Hermityen operatorii igerebilir. Daha ciddi bir
problem, eger 6l¢iim siireci sadece Hermityen operatorlere duyarliysa, o zaman onlarin
eslenik smiflarim1  gozlemlenebilir olarak diisiinmek zorunda miyiz sorusu
sorulabilmektedir. Muhtemel bir cevap, dinamiklerin Hermityen olmayan
Hamiltonyen H tarafindan {retildigini belirtmek olacaktir. Bir problem olarak
Hamiltonyen H zamanla gelismeyecektir, ancak H’nin eslenik sinifinda, zamanla

degisecek olan Hermityen Hamiltonyen h gibi baska operatérler olacaktir.

Acikea, bir dizi operatdr olarak, H’nin eslenik sinifi zamana bagl olacaktir. Simdi biri
enerjinin korundugunu sdylenebilir mi sorusunu sorarsak da cevap olarak sunu
sOyleriz: Enerji 6l¢timlerinin h kullanilarak yapilmasi gerektigi goz oniine alindiginda,
enerji korunumu kaybolacaktir. Ardindan, bir enerji 6l¢iimiiniin sonucunu diisiiniin.
Dinamikler H kullanilarak tanimlanirsa, h ve H genellikle degismedigi igin,
tekrarlanan enerji 6l¢iimleri, iki ardisik 6l¢lim arasindaki zaman araliginin ne kadar
kisa olduguna bakilmaksizin tamamen farkli degerler verecektir. Bu durum kabul

edilemez, ¢linkii teorinin dngdriicii giiciinii yok etmektedir.

Ote yandan, dinamikler h kullamilarak tanimlanirsa, geleneksel kuantum
mekaniginden bagka bir sey yoktur, ¢iinkii 6l¢iim Hermityen operatorler kullanilarak

yapilir ve dinamikler bir Hermityen Hamiltonyen tarafindan iretilir.

Hermityen olan gozlenebilirlerin, Hermityen olmayan bir Hamiltoniyen ile birlikte
kullanilmast, PT simetrik kuantum mekanigindeki gozlenebilirlerin gergek spektrumlu
CPT simetrik operatorleri ile tanimlanmasindan kaynaklanan tutarsizligi animsatan

dinamik bir tutarsizlia yol agar.
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8. HILBERT UZAYLARI VE RIESZ USLERI

Karmasik bir V vektér uzayr ve V’nin herhangi bir ¥, ¢ ¢iftine karmasik bir
hy|ei sayisi atayan h-|'i : V x V — C fonksiyonunu diisiinelim. h-|-i’nin asagidaki

Ozelliklere sahip oldugunu varsayalim.

(i) Pozitif tanimlidir, yani V’nin tim sifir olmayan elemanlar1 1 i¢in, h ¢ | ¢ |
pozitif bir gercek sayidir ve sadece ve sadece ¥ = 0 ise kaybolur, burada 0’1 sifir

vektorii icin de kullaniriz.
(i) V, hy |pi* = he| Y 1 6gelerinin herhangi bir Y, ¢ cifti icin Hermityendir.

(i) Tim Y, @, x € V ve tim a, b € C, hyplap + byi = ahe[ipi + bhy|yi igin

dogrusaldir.

O halde h-|-1, V tizerinde bir i¢ ¢arpim olarak adlandirilir ve (V, h+|-1) ¢iftine de bir i¢
carpim uzay1 denir. V lizerindeki bir h-|-i i¢ ¢arpimi, V’nin her i 6gesine negatif
olmayan bir gergek say1 atar, k 1 k:= p hy[ypi, buna i normu denir. V’nin elemanlari

arasindaki uzaklik kavramini tanimlamak i¢in normu kullanabiliriz.

Bir Hilbert uzay1 H, ek bir teknik kosulu yerine getiren bir i¢ ¢arpim uzayidir, yani
normunun tam bir metrik uzay1 tanimlamasi, H’nin ¢ k 6gelerinin herhangi bir sonsuz
dizisi {yk} i¢in, su kosuldur:

j,l,zglm kipj —yYkk = 0, {xk}’nin H’nin bir ¢ elemanina yakinsadigi anlamina gelir;

Ilim ky —yYkk = 0, baska bir deyisle, Hilbert uzay1 tam bir i¢ ¢garpim uzayidir.

Hilbert uzayimin bir S alt kiimesinin, H’nin her eleman1 bir a’nin limiti olarak elde
edilebiliyorsa, yogun oldugu sdylenir. S’nin elemanlar dizisi, sayilabilir yogun bir

altkiimeye sahipse, bir Hilbert uzayinin ayrilabilir oldugu sdylenir.
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9. SINIRLI, TERSINIR VE HERMITE OPERATORLER

H; ve H, i¢ ¢arpimlari sirasiyla h+|-i; ve h-|-i, olan iki Hilbert uzayini ve H; ile H,’yi
esleyen dogrusal bir A operatériinii ele alalim. A’nin D(A) alani, H, ’in alt kiimesidir,
oyle ki, A’nin D(A)’nin herhangi bir eleman: iizerindeki etkisi, H,’nin 6zel bir
elemanini verir. A'nin R(A) araligi, 1,’in D(A)’ya ait oldugu A, bicimindeki
ogelerden olusan H,’nin alt kiimesidir. D(A) = H; ise, A’nin tam etki alanma sahip
oldugu veya her yerde tanimli oldugu sdylenir. R(A) = H, ise, A’nin tam araliga sahip
oldugu, yani bir on islevi oldugu soylenir. O halde D(p), tiirevi olan kare
integrallenebilir fonksiyonlardan olusur. Ozellikle p her yerde tanimli degildir, ancak
etki alan1 L,(R)’nin yogun bir alt kiimesidir. Boyle bir operatoriin yogun tanimli

oldugu soylenir.

A H, — H,, asagidaki kosullarin her ikisini de sagliyorsa, tersine cevrilebilir bir
operator olarak adlandirilir.

1. A bire bir ve iizerinedir, dolayistyla A~* : H, — H; vardir ve tam etki alanina
sahiptir;

2. A=Y smirli bir operatordiir.
A, bire bir ve iizerine sinirliysa, Banach’tan kaynaklanan bir teoreme gore bunun tersi
de sinirhdir; tersine ¢evrilebilir. Kuantum mekaniginde temel bir rol oynayan dnemli

bir siirl ters gevrilebilir operator sinifi, liniter operatdrlerdir.

(W1 | ATy)1 = (A |3),, her Y, € D(A) ve 1, €D (9.1)

(Y1 | AY,) = (AY, | Y,), her 4,9, € D(A). 9.2)
N
1= lan)anl, 9.3)
n=1
N
A= anlan)anl (94)
n=1

Hermit operatorlerini kuantum mekaniginde vazgeg¢ilmez kilan 6nemli bir 6zellik,

D(A) = D(AT) ile belirli bir yogun tanimli lineer operatdr A igin, hip|Awi beklenen
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degerinin tiim birim durum vektorleri Y i¢in gercek degerli olmasidir. Bu, von
Neumann’in 6l¢iim aksiyomuna uyan kuantum teorisinde, gozlenebilirlerin Hermityen
olmayan operatorler arasindan gercek bir spektruma sahip olsalar bile

secilemeyecegini gosterir.

Ayni sonuca, Ol¢iim aksiyomunun ayni zamanda farkli 6zdegerleri olan bir
gozlenebilirin 6zvektorlerinin dik olmasini gerektirdiginin farkina varilarak da
ulagilabilir. Ciinkii aksi takdirde gozlenebilirin bir 6z degeri ile tanimlanacak bir 6l¢iim
cihazinin okumasi yeterli olmayacaktir. Olgiimden hemen sonra sistemin durumunu
belirler. Bunun nedeni, 6l¢iimiin ¢iktis1 olan bir 6zvektoriin, bir 6zvektoér boyunca sifir

olmayan bir bilesene sahip olabilmesidir.

Bu, sistemin iki farkli fiziksel durumda olmasi i¢in sifir olmayan olasiliklar verir,
ancak bunlardan yalnizca birinin 6zdegeri olgiiliir. {En}, H’nin bir ortonormal tabani
olsun ve A, H’de etki eden bir Hermit operatérii olsun, o zaman i¢ carpimin dzelligine

ve Hermitiklik kosuluna gore elde ederiz:

N
A= ;Amwmxm (9.5)

Bir Hermityen operatoriin, ortonormal olmayan bir temelde Hermityen olmayan bir
matrisle temsil edilebilecegini anlamak 6nemlidir. Bu, bir operatdriin matris gosterimi
icin ifadeye sahip olmanin ve bu gosterim i¢in kullanilan temeli bilmenin, operatdriin
Hermityen olup olmadigina karar vermek icin yeterli olmadig1 anlamina gelir. Ayrica
ic carpimi bilmeli ve tabanin ortonormal olup olmadigi belirlenebilmelidir. Bir
operatorden, i¢cinde hareket ettigi uzayin i¢ ¢arpimina dikkat etmeden (matris temsilini

kullanarak) Hermityen veya Hermityen olmayan olarak bahsetmek dogru olmaz.
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10. SONUC

Bu caligmada kuantum fizigine genel bakis iizerinden operatorler ve ozellikleri
incelenmis olup bununla birlikte Hermityen operatorlerin genel ozellikleri ile
Hermityen olmayan operatorlerin  kuantum fizigindeki kullanom durumlar
incelenmistir. Ek olarak Hamiltoniyen modellerinin diferansiyel operatorler ile de
temsil edildigi gosterilerek Hermitik eslenikleri benzerlik doniisiimii yardimi ile ortaya
konulmustur. Fiziksel uzayda Hermityen operatorlerle ¢alisma imkaninin fiziksel
olmayan uzayda kullanilamadigi ve bunun sonucunda Hermityen olmayan

operatorlere duyulan ihtiya¢ nedeniyle bu operatdrlerin kullanimi belirtilmistir.

Genel olarak kuantum fiziginin tarihsel siirecinde hangi asamalardan gegildigi ve
hangi o6nemli denklemlerin gbéz Oniinde bulunduruldugu incelenmis olup bu
denklemlerle Hermityen — Hermityen olmayan operatérlerin birlikteligi 6nem arz
etmektedir. PT simetrik Hamiltoniyen sistemlerinin genel fikirleri gliniimiiz bilimsel
caligmalar1 ve teknolojilerinde; 6rnegin radyoloji ve radyoterapi {izerine kuantum
hesaplamalarinda kullanilmaktadir. Gelecekteki teknolojiler lizerinde de etkisinin artip

biiyliyecegi yadsinamamaktadir.
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